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FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES. 


Det e—  — 


INTRODUCTION. 


1. Le mode de représentation des fonctions qui se présente le pre- 
mier à l'esprit est le développement en séries de puissances. Vient ensuite 
la représentation par séries de polynômes, séries trigonométriques et, en 
général, par séries de fonctions quelconques. 

La représentation par séries de polynômes est un cas particulier de 
la représentation par fractions continues ou par fractions rationnelles dé- 
terminées. ; 

EuLer *) a le premier développé une fonction en fraction continue. 
LAGRANGE **) puis les mathématiciens du XIX° siècle ont ensuite fait 
quelques pas dans cette voie difhcile. 

Une des tentatives les plus intéressantes a été celle de LAGUERRE **), 
qui s’est efforcé de développer en fractions continues les fonctions Z(z) 
vérifiant l'équation différentielle : 


P(D X Si = QD XZH +, 


où P, Q, II sont des polynômes quelconques en x. 

LAGUERRE n’a donné que des indications générales sur la manière 
de traiter le problème; il n’a étudié complètement que certains cas très 
particuliers. Cependant sa méthode donne effectivement, comme je le 


*) EULER, Introductio in analysin infinitorum, t. I, pp. 368-373. 

**) LAGRANGE, Sur l'usage des fractions continues dans le calcul intégral (Œuvres 
complètes, t. IV, pp. 301-332). 

***) LAGUERRE, Œuvres, passim. 

M. I 


(2) 
montrerai, le développement en fractions continues des fonctions Z(z) 
vérifiant l'équation : 


G) Gr+Der+ DE 2 Gr+DZ@ +, 


où 4, b, c, d, p, q sont des constantes quelconques et I1(7) un polynôme 
quelconque en z. 

Tous les développements donnés par LAGUERRE sont des cas parti- 
culiers de celui-ci. 


2. Les fractions continues algébriques sont de formes très diverses 
et M. PADÉ *) s’est proposé d’en faire la classification. Il a publié à ce 
sujet un mémoire remarquable. 


3. Développer une fonction en fraction continue, classer les fractions 
continues sont deux problèmes importants, mais qui n’épuisent pas le 
sujet. Non moins importante est la question de convergence et HALPHEN *), 
STIELTJES ***) ont montré quels beaux résultats cette étude pouvait 
donner. 

a 

4. Le principal objet de ce Mémoire est l'étude de la convergence. 

Suivant la classification de M. PADÉ, que je rappellerai brièvement, 
je partage les fractions continues, qu’il appelle simples, en trois classes. 

Je fixe complètement les conditions de convergence des fractions 
continues de la première classe. Ces conditions dépendent de la nature de 
la fonction développée en fractions continues. Les développements de cetie 
classe convergent dans des cercles pouvant comprendre à leur intérieur les 
pôles de la fonction, mais limités aux points singuliers essentiels de la fonction. 

Je détermine ensuite les conditions de convergence d’une classe 
très étendue de fractions continues de la seconde classe. Les termes de 
trois réduites consécutives 


LEE U, Lo 
) 2 
pars Le n—1 


*) PADÉ, Thèse. 

**) HALPHEN, Traité des fonctions eliptiques, tome II, p. 575. 

***) STIELTJES, Kecherches sur les fractions continues [Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, tome VIII (1894), J: 1-122]. 


En) 


d’une fraction continue quelconque de cette classe — et en général de 
toute fraction continue algébrique — satisfont en effet à une même loi de 
récurrence : 


PR REA US-CiC Une 


I 


AR ER Fe OV 


I 


où À, B, C sont des polynômes en 7 fonctions du rang # des réduites. 

Dans le cas très étendu où À, B, C, sont des polynômes en x et n 
[cas qui comprend les développements de la fonction Z' (x) vérifiant l’é- 
quation (1) et beaucoup d’autres infiniment plus généraux] je montre que 
la fraction continue représente — sauf cas particuliers — la fonction dans 
tout le plan de la variable 7, à l'exception des poinis situés sur des coupures 
qui s'introduisent d’elles-mêmes dans les calculs. 

J’étends même les caractères de convergence des fractions continues 
de cette nature à des fractions continues qui ne rentrent pas dans la 
classification de M. PADÉ, mais qui ont été rencontrées cependant par 
divers mathématiciens, LAGUERRE par exemple. 

Je montre enfin que Les développements de cetie dernière classe se 
rapportant à certaines fonctions possédant deux points singuliers qui peuvent 
être des points critiques algébriques ou logarithmiques convergent dans tout 
le plan de la variable, sauf sur la coupure rectiligne joignant ces deux points. 

Dans une froisième partie, j’étudie les fractions continues dues à 
Gauss et à LAGRANGE et je montre qu’ordinairement elles représentent 
les fonctions dans tout le plan, sauf sur les coupures nécessaires à rendre 
ces fonctions uniformes. 

Quelques-uns des résultats énoncés dans ce Mémoire ont été publiés 
déjà dans les Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris *) et 
dans le Bulletin de la Société Mathématique de France **). 


*) Tomes: CXXXIV (1° sem. 1902), pp. 1489-1491 ; CXXX VIII (1° sem. 1904), 
pp. 471-474; CXXXIX (2° sem. 1904), pp. 846-848. 
**) Tome XXX (1902), pp. 28-36. 
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PRÉLIMINAIRES. 


L — Le tableau des fractions approchées. 


s. Soit Z (x) une fonction développable dans le voisinage de la valeur 
zéro de la variable 7 en une série procédant suivant les puissances entières 
éro de | ble z érie procédant t les p tières, 
positives et croissantes de cette variable et ne s’annulant pas pour 7—0: 


ZO=a+ar tar +..., 40. 


Soit maintenant (p, g) un couple de nombres égaux ou inégaux, pris 
dans la suite O0, 1, 2, 3, .... Considérons l’ensemble des fractions ra- 
tionnelles irréductibles dont le numérateur est au plus de degré p et le 
dénominateur au plus de degré q. Si l’on se propose de déterminer, parmi 
les fractions de cet ensemble, celles qui représentent le mieux la fonction 
Z(x) dans le voisinage de la valeur zéro de x, c’est-à-dire celles qui, x 
étant infiniment petit, diffèrent de la fonction d’une quantité dont l’ordre 
infinitésimal soit supérieur ou au moins égal à celui que l’on obtient en 
employant une quelconque des autres fractions, on arrive à la proposition 
que voici, démontrée par M. PADÉ: 

Parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont les termes ont 
des degrés égaux au plus à p pour le numérateur, à q pour le dénominateur 


- CE RES , 
(pq) il en est une —- qui donne une approximation dont l’ordre est 


4 
supérieur à celui de l’approximation fournie par une quelconque des autres 
fractions. 

Ainsi, à chaque couple (p, g) de nombres de la suite 0, 1, 2, 3, ... 
correspond une fraction rationnelle approchée pour la fonction Z(z); ces 
fractions forment donc un ensemble complètement défini et se présentent 
comme les termes d’une suite à double entrée; pour cette raison, nous 
les écrirons, avec M. PADE, dans les cases d’un tableau rectangulaire, 
illimité à droite et en bas; les fractions d’une même file horizontale 
correspondront à une même valeur de g, celles d’une même file verticale 
à une même valeur de p. Dans la première file horizontale figurent ainsi 


les polynômes approchés successifs déduits de la série de puissances en- 


tières qui représente Z(x): 


CRT En TETE UE U 
RONA ASE V3 
VASE ASP OP VAE POSE D 
UN AM ATA V; 
PROMOD UE dr CUP 
NN NE Z 
U, U, Le U; U? 
HOTTE OP V3 


comme on le voit, les indices supérieurs marquent les degrés en 7; dans 
? 


la fraction 7 Uf est de degré p et W? est de degré g. 
Jp 
On peut déterminer comme il suit la fraction ZE 
Si : 
Data tat te txt, 
RÉ PS PE mOn mb DE CE 
on écrira 


PE MN SE TEE en EE n UTC 


PE EX HNL + + 
tt At ete 
En Ce mL OO of AO MT ES 
Re mm Or A PL à EE CO ni US MÈRES) 


et on identifiera les coefficients de 


ou 


2 3 b+ 
VO, ARC PAR CAN Ce Eee 


ce qui donnera un système de p — 4 équations linéaires déterminant les 


inconnues 


TO ONE ENS NN EC URS PDIE Ta PE 
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II. — Les fractions continues déduites du tableau. 


6. Aux fractions rationnelles du tableau correspondant à une fonction 
de la variable 7, M. PADÉ fait correspondre comme :il suit des fractions 
continues. 

Il remarque que la plupart des fractions continues étudiées jusqu’à 
ce jour se réfèrent à 3 types principaux : 


A=1+ar+ _ = ; 
RUES pe _ 
MERS QUELS 
Nul XZ 
SONT Bz » 
YZ 
HET Fret 
Œ—=1+uaz + SEX 8x ) 
1 + bz + : 1% 
ar ee 


où les quantités a, «, b, 8, ... sont des constantes. 
Puis M. PADÉ classe d’abord les fractions continues en deux groupes 
définis par leurs formes 


(I Groupe) At anti (Ii®e Groupe) PE DAT» 

œ œ 
+ a+ —— 
a, +— a 
. Free 


et après avoir rappelé qu’une réduite est la fraction rationnelle obtenue 
en réduisant une fraction continue limitée au quotient de deux polynômes 


PAU 
entiers, il montre que les termes de la réduite —+ : 


Æ 


t 


U; = a, + LÉ TRONE (I groupe), 
V. %; 
| a+ 
. (r &X 
“de F 
U; _— &, ème 
SONT (IFr< groupe) 


.. : 

sont définis par l’unique loi de récurrence 

(x) a U, ,+aU;, = U,; 
a V,,+a;V;, =, G= 3, 4, p ...) 

avec 


ES IR TU end 0 sn, (l"erQupe) 


DER RU CR PV —a.a,+a, (IF groupe), 
d’où lon déduit les formules : 
CS U, re (BE V,— U, la Let (BEL V,— U, Fe 
Ie Cr Se V. : FE U;,, ES SRE (SPENE LA 
DER D ur eus 
SE | D (DST AE EE PE A i=3p4pees 
Lt] MU SU re _— US PUF 
(ITS “HE jé U, é RTS Ur PNR Ur, pa 
Foire) a 74 ERP U, re (BF V— Ur 
Éd era à se COUR Ce 04e 


Aux suites de polynômes U, W définies par les relations (1), (2) cor- 
respond donc toujours une fraction continue; même, en effectuant cer- 
taines multiplications sur les éléments de la fraction continue, on ramène 
celle-ci à une fraction continue dont les éléments sont des polynômes. 

M. PADÉ se borne alors à la considération des fractions continues 
simples, c’est-à-dire aux fractions continues dont les éléments sont de la 
forme 


% = À,, 4 = À;#, GER EN EE Con me El me LUE 
CAPES ARBRES, B, constantes) , 


C8) 


ce qui nécessite que Les polynômes U, V, qui en constituent les réduites, 
aient tous un terme constant non nul et que les quantités U,V,, —U, 


se réduisent toutes à un monôme entier en x, ayant un coefficient différent 
de zéro et un degré croissant quand i augmente. 


7. Il suit de ces propriétés qu’il ne peut y avoir qu'une seule frac- 
tion continue simple, telle que ses réduites successives soient respectivement 
égales à des fractions rationnelles irréductibles données 


U, U, U, 
A ) Fi ) V ) 


et ici se pose la question : Comment doivent étre choisies, dans le tableau 
des fractions distinctes, des fractions pour qu’elles soient les réduites d’une 
fraction continue simple ? 

Il faut que: 1° la première fraction de la suite appartienne au bord 
du tableau ; 2° les carrés contenant deux fractions consécutives quelconques 
soient toujours contigus; 3° une fraction quelconque de la suite soit toujours 
plus avancée dans le tableau que celle qui précède en ce sens que la somme 
des indices doit aller en croissant d’une fraction à l’autre. 

Ici, M. PADÉ revient à la considération des types EN %, ( et ap- 
pelant fractions continues régulières les fractions continues simples dont, à 
l’exemple de celle-ci, tous les numérateurs partiels ont le même degré, 
ainsi que tous les dénominateurs partiels, avec exception permises pour 
les éléments: 

(I Groupe) AR 


(LE IGroupe) TETE 


: 


il montre qu’on peut choisir de 3 manières différentes, et 3 seulement, 
des fractions du tableau de manière À obtenir les réduites successives 
d’une fraction continue régulière : 

1° En prenant des fractions consécutives situées sur une ligne horizon- 
tale ou verticale, ce qui donne la forme À. 

2° En prenant des fractions consécutives situées sur la première diago- 
nale principale, c’est-à-dire faisant partie de la suite 

UF None (rRQU 


2 


019 ONTr D ET 2 UNIT TS TRUE 
po Nr te pe Av 


ou sur une parallèle à la diagonale principale, ce qui donne la forme G]. 


(9) 


3° En procédant comme il suit: quand on passe d’une fraction à la 
suivante, on doit se déplacer parallèlement à l’un des bords du tableau, si 
l’on passe encore à la suivante, on doit se déplacer parallèlement à l’autre 
bord, et ainsi de suite; la forme générale du chemin est ainsi celle d’un 
escalier à degrés égaux ayant pour direction générale celle de la diagonale 
principale ; les deux premières fractions de la suite doivent appartenir à la 
première file horizontale ou à la première file verticale. On obtient ainsi la 


forme &. 


8. Conformément à cette classification, j’étudie en premier lieu les 
fractions continues qui correspondent à des suites de fractions rationnelles 
consécutives toutes sur une même ligne horizontale ou verticale du ta- 
bleau (forme 4). 

Les résultats obtenus pour les fractions de cette catégorie se basent 
sur la nature des singularités de la fonction génératrice Z(x). 

En second lieu, j’étudie les fractions continues qui correspondent à 
des suites de fractions rationnelles consécutives toutes sur une même dia- 
gonale principale (forme ({) et j’étends les résultats à des fractions de 
même nature que M. PADÉ n’a pas considérées. 

Ici, c’est par l'étude directe des relations de récurrence liant les 
réduites que j'arrive à fixer les conditions de convergence. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME A. 


CELARERICERES 


Les réduites sont constituées par les fractions rationnelles 
ME U; 
pr ) PV? , A RONDE 722 
de la ligne horizontale de rang p du Tableau des fractions 
approchées. 


9. La fraction rationnelle 


Dr US 2 CIRE C En ICE 

PR Be DB + FORT 
est définie par cette condition: que les m1 + p + 1 premiers termes de 
son développement suivant les puissances entières et positives de la va- 


riable z soient identiques aux #» — p + 1 premiers termes du dévelop- 
pement en série 


(S) S, ae S, ré ct S, a SD + + CE 1e SF Se re LE arr 


de la fonction Z(7) qui correspond au Tableau des fractions a s 


[4 


Identifions les termes du produit 


PES + SLA SE + +) 


aux termes de Ur. Il vient 


CES PO) 
CRD SET, Se 


CHOSE CRU EE  éMet nt atdtis a ets la lee lie “alu; ee e!llin, à 
atolle ft a ta tes se aient et aie loue ce jeel/s [Dee ei les ee ve }e..e/te 


to ae ENV Ce ee ae ele the nl alta alter ele /fntetse [ie vatlis LE fe 


CA —=S, — Br the AE En re Per re m—p ? 
ee se De on AS ar (es DÉpAS m—p+i ? 


DD. — B",S + (— 1}? B? Po 


1,? Re 


Je remarque qu'ici lindice p est un entier positif déterminé au lieu que 
l'indice »7 varie de zéro à l'infini. 

Or, M. HaDaMaRD *), à propos de recherches sur les séries, 4 montré 
que, si les modules des pôles «,, «,, ...,«,, a, de la fonction repré- 


sentée par la série D S,z" vérifient les inégalités 
o 


(3) CA _ [| 2 LA = AE 2e _ Le,| (xl ps [xl js D EE 


les coefficients B7, tendent, quand m croit indéfiniment, vers des limites 


B 


telles que l’on ait 


Pr= impr = (1 <)(r 2) Le (1-2), 
M= 0 œ, x, 2 


chaque pôle multiple devant être compté pour autant de pôles simples qu’il 
entre d'unités dans son degré de multiplicité. 
Au contraire, si 


1,p ? 


CA] pa CA] pass Re . [x — l&,.,l _. lx,.;l ra de 


il se peut que les quantités BŸ, tendent vers des limites qui ne soient plus 
les fonctions symétriques des affixes des pôles «,, &,, ..., «, el même ne 


tendent vers aucune limite. 
Il est donc à prévoir que, si les inégalités (3) sont vérifiées, le cercle 


*) J. HapamaRD, La série de TAYLOR et son prolongement analytique, p. 41. 


(12) 


de convergence de la série 


SANS Pro GP LVL 
&) PL EE DEN AE A UT 


a pour rayon |«,,,|. 


10. En efiet, posant 


À; ee U; PE (a U; U Her [Se + Cor AE Le: Cha CP Li 
DEL Pire SN TS EC 0 
M RER dm ee enr 4 eee 


la série (S') prend la forme 


ER À’ 4 
(S"') D HOME A ET CPE 
Vr OO Vryr Viry? ? 
o o J I 2 ; 
puis À, se réduisant à un terme monôme *) et le terme en 2H Sen 


de son espèce, étant irréductible 


NT LE p+1 À N—1 + 
AVES (RL) CAE rEEe 


Calculons 
F2 n—I 
CA NLnD 
Éliminant B",, B%,, ..., B%, entre les équations (2) et la dernière 
des équations (1), il vient 
RUE 
S CE D m—p 
SE S, ET RE k 
D SE de 
d’où 
s,, SE SU 
Su S, m—p+i 
C? NT NAN La. CN hi 
M: MOIS S S ne etc 
m M—I Mm—p+1 
se S, m—p+2 
SR SAGE APTE S,, 
: Univ : : 
*) On sait que si x 7 sont deux réduites consécutives du fableau, la diffé- 


rence UN Pp — Up Vu Se réduit à un terme monôme. 


GR) 


Quant à B”,, le système (2) nous donne semblablement 


bp? 
Se He SACS 
SA VAN SALE 
mn Su De rhes One 
Re ee S S 
m M—I m—p+1 
se s,, NERE 
DU SRE sh 
et on en conclut 
s, SL n—? 
Sr s, See, 
n D Dre Le 
lets 
n—]1 n—2 n—ÿ? 
S, SA sa 
SH TES D HS OT 


posant # — p — k, il s’agit donc de déterminer le rayon de convergence 
de la série 


k+1 ss 
Si S,,, SPA 
Sr SE+? ris DEtst A : Î Li 
k=—Q s, Sy Sp FRS pue 
Su Sie SE 
AE CRE Vers 


Sz Se De 
Si De See 
Le SAPIN Jkte 
+ EEE +2? 2p+k , 
> ce S, Su DH 
Sp Si Se 
S » Si 


k+2p—2 


(14) 


puisqu'on a convenu de supprimer de la suite (S”) les fractions rA où 
V s’annulerait pour la valeur de 7 considérée. 

M. Hapamarp *), recherchant un polynôme P(z7) tel que le produit 
d’une série donnée f(z) par ce polynôme soit une série convergente 
dans un cercle de rayon supérieur au cercle de convergence de f(z), a 
rencontré, lui aussi, ces rapports de déterminants. 

Écrivant avec lui 


S m+I m+p 
D —— SU m+2 ù m+p—1 
PEN EE RP ON RON EE d 
ie Se D 


nous aurons à chercher le rayon de convergence de la série 


k= 00 
Se pit 
k=9 k,p—r 


Or, on sait, d’après CAUCHY, que ce rayon a pour expression 


k k 
lim Je PS ORE. 
FU IE D 


Mais si les inégalités (7) sont vérifiées, on sait aussi que 


k 
M Rene I 
ss VID, A1 = CARACTERE É 


le rayon de convergence de la série (S”) est donc bien (x,,.). 


* 11. CONVERGENCE UNIFORME. — Si pour une valeur déterminée zx, de 
la variable x les suites 
U, U; U; U, 
"r? AR RAR AS À 
(ligne horizontale de rang p + 1 du tableau) 


tJLoc- cit p.40: 


el 
1 5) F3 2 Fi DATES à fé 22 e 
ligne horizontale de ran 1 du tableau 
8 8 q 


tendent l’une et l’autre vers des limites déterminées, ces limites sont identiques. 
; e 


Il sufñit de démontrer que si les fractions —+ 4 , d’une part, = pr : d’au- 


tre part, tendent vers des limites finies et déterminées quand le k 
croît indéfiniment, la différence de ces réduites tend vers zéro. 
Sous ces conditions, 


ET CU 
CUT NEA ENT, 


tendra en effet vers zéro. 


On a 
ve U, Le (Bis He = U, rs 
VE Fr p? = vi pi 


I +1 +1 d 
= FAC CE LG me + CE k x1—B,,x+ Kg +(—1}8,, 
| TR 
—(S.+ C2 x soi CN —E,,.,.x+ des ne) 0 DT El 


P *p? ES 
Don Ts ? C? kR-p+1,p+1 
= ( 1) Vi FE 
s, Je | Si. ‘ SEE 
PS ils Etriot oh ir 6 HU dTe ls le eleloliahetts 
SEE . S OP +1 S RENE 
— (+ \? 1 k | Î k+1 
( À di S, SEPU 7 S, Si_, TA ES 
DR S, 9 S, 
ou, posant # — p + 1 —h, 
U* k 
A AN PMR PAR k+p+1 
ASE 2 eZ AT nt ALAN 


Pour la valeur de z considérée, W?, W?*' tendent, comme les ré- 


(16) 
duites, vers des limites déterminées. Il sufht donc de montrer que, pour 


De 


cette valeur de %, x? tend vers zéro lorsque k (ou h) croît 


: ñ h,p—1 
indéfiniment. 


Il en est bien ainsi, car la série 


ji Che gere 
k=1 TE HGNS 
a pour rayon de convergence [x, |, nombre supérieur à [7,|, puisque, 
k 
ar hypothèse, la suite 2, de rayon de convergence [x |, converge au 
? JP » Pr? CA, 8 pæilo 8 
k 
point Zz,. 
12. Si la suite 
[e] I 2 n 
(c) LES UE en RU CREER 
02 OS O are TOI APR 
"° V’ IA 4 


ui n’est autre que la suite 
q q 


SUIS  LUS Ex, MSIE SEXE SR ME SES PE REECES RAC 
du développement en séries de puissances limitées de la fonction Z(z), 
converge dans un cercle de rayon R, les suites 


(c') Rs D 


[e I 


AE 


convergeront dans le même cercle et y représenteront la fonction Z(x) 
tout comme la suite (s). Il se pourra même, sous les conditions que 
nous allons énoncer et qui sont les conséquences immédiates de l’analyse 
précédente, que les suites (s') convergent et représentent la fonction 
Z() dans des cercles de rayon R, > R: 

Étant donné une série de puissances entières positives et croissantes, 
représentant une fonction Z(x) dont les pôles les plus rapprochés de lorigine 
sont intérieurs à un cercle (C) lui-même intérieur aux pôles suivants, chaque 
pôle multiple étant compté pour autant de pôles simples qu’il existe d’u- 
nités dans son degré de multiplicité, la fraction continue déduite de la 
ligne horizontale de rang p du tableau de M. PADÉ représente la fonction 


L172) 
Z(x) dans un cercle de rayon l«,, |, où «,,, est l’affixe du pôle le plus 


+ 
rapproché de l'origine parmi tous ceux qui se extérieurs au cercle. 

Si tous les pôles sont simples et de modules différents, la représentation 
a lien dans des cerclés d'autant plus grands que la ligne horizontale choisie 
est plus éloignée dans le tableau. S’il y a des pôles de même module, 
multiples ou non, il y a stationnement, en ce sens que plusieurs lignes 
horizontales consécutives représentant la fonction ont le même rayon de 
convergence. 

S'il y a enfin des points singuliers essentiels, le stationnement se pro- 
longe indéfiniment ; aucune des fractions continues considérées ne représente 
la fonction en dehors du cercle sur la circon férence duquel se trouve le point 
singulier essentiel le plus rapproché de l’origine. 


13. Îl se peut que la suite 


S,+ Sx+ Sr + 


diverge quelque petit que soit (x). Le point x = o est alors un point singulier 
de la fonction Z(£4). Si ce point est pôle simple et si x, est l’affixe du point 
Singulier le plus rapproché de l’origine, la suite des frachons constituant la 
seconde ligne horizontale du tableau convergera dans le cercle de rayon ||, 
car les dénominateurs de cette suite tendront vers x. Si le point x = 0 était 
pôle multiple d'ordre p, les suites de fractions constituant les lignes horixon- 
tales de rang >> p — 1 convergeraient seules dans le cercle de rayon |xi. 
Enfin, si le point était point singulier essentiel, aucune des suites de réduites 
horizontales ne convergerait. Ces conclusions admises, on est ramené au cas 
général. 


M. 3 


(18 ) 


CHAPITRE II. 


Les réduites sont constituées par les fractions rationnelles 


LME TE U? 
Po Po Propre 


de la colonne verticale de rang p + 1 du tableau. 


14. Je considère la fonction Z(z) 


Z (x) — 


>) 


te Ce a RE ee ECRErE 


où les zéros d’une part, les pôles de l’autre, sont rangés par ordre de 
modules croissants. Les coefficients { sont déterminés en fonction des 
coefficients S par l'équation identique : 


(SERRE ER) ELEC ER 


qui donne 


SES EN A ae) 
S, + S, 1, 4 St, — 0 
(4) S, HS, LH SES Ei—=0 


S, 4 DAT à ve CYR Pen à en SE St; 0 


ee le ee. js le ele lu lo Mal elle se en te er en, 


Si l’on pose, par ailleurs, 
neue 
EAN STE EE 
=, TS, DES RICE REED PCR EE 


les constantes 1’, #, ..., # seront déterminées par le système 


m 


S SHAISI TE 
(s) ame Le 02 0 


SES A EL ES 0 


et la comparaison avec le système (4) montre que la fraction de rang 
m + 1 de la première colonne du tableau relatif à la fonction Z(x) a 
pour expression 


S, 
ERA Enr mA Ma PER 


La suite des fractions de la première colonne est donc 


S “ S 
RE UE 0e mie un PT CONONE 


15. Il est clair que pour toute valeur de z de module inférieur À 
l«|, cette suite converge vers une valeur finie, déterminée et différente 
de zéro, exception faite pour les pôles situés à l’intérieur du cercle de 
rayon |x|. Au contraire, cette suite tend constamment vers zéro quand 
x est à l’extérieur du cercle de rayon |«|. 

On peut faire un raisonnement identique pour la colonne verticale 
constituée par les réduites de rang p + 1, en se basant sur ce fait que 
les zéros et les pôles de la série 


ETS RO LE LC 


sont pôles et zéros de la série 


C2 


I 1 se 
ta + 3. 4 + ou < + rie 
En effet, si l’on pose d’une part 


S,+A,x+24,x + RE + A4,x? de n+p Pres 
nn ae ct a et 


Gé done to pourindiquer que 4, 42,14." 4 ur... lu sont 


? 2 
déterminés par la condition que S., S., ..., S., soient les coefficients 


n+f 


des n + p premiers termes des développéments de la fraction rationnelle) 
et d’autre part 


(20) 


A Lo M mal 2 
STBr+BT+... +8,r 


l, 


2 ln n+ n+p+1 
Or En NE En re CU mm de ee Gi) 


(7) 


Î, 
s 


+ 
SNS 
on a identiquement 
V;, = U;, B; = À;, ... RER TS ELA ER SE RTS ah 

Ce lerime résulte de ce que 


s, 
DRAC Re RACE 


SSSR ES, 2 PEER SE EN 
ce qui permet d'écrire 


SRB TEz tr tBir SHARE At: Ar 
ET EE 14,2, + ar 


Nous en concluons la proposition que voici: 


La suite des réduites constituant la colonne de rang p + 1 du tableau 
se comporte comme la suite des réduites formant la ligne horizontale de 
rang bp — 1, à cette différence près qu'ici les cercles de convergence sont 
les cercles passant par les zéros de la fonction représentée par la série et 
qu'en dehors de ces cercles la suite des réduites tend vers xéro, au lieu de 
tendre vers l'infini. 

En effet, on peut déterminer la réduite 


S, + AX + AL +: + 4 
LR RU ARE EU 
en posant 
nr ch On RELtS me e LE Se 
A 20 2 mn mn 2 COS Vu 2 Ge m2 0 mn 700 QUE. ALES, 


ou 


Us AE M as 7 on M pm 
Se ni On em rite 


I t t 2 AE n+f } n+p+1 
D nn 


Cela ramène l'étude de la suite des réduites de la colonne verticale de rang 


(21) 


bp à l'étude de la suite des réduites de la ligne horizontale de rang p du 
tableau correspondant à la série 


e. 1, ESS 
ER nr 


La suite des réduites d’une colonne verticale quelconque ne saurait prolonger 
la fonction en dehors du cercle dont la circonférence passe par le point sin- 
gulier essentiel le plus proche de l’origine, puisque si le point « est point 


singulier essentiel pour la fonction Z(x) il l’est aussi pour la fonction 7 : 


Dans certains cas, il y aura évidemment lieu de préférer les suites de 

réduites verticales aux suites de réduites horizontales. C’est ainsi que la 

log (2 + 2) 
Gr) 


donnera un développement convergent dans le cercle de rayon 2, tandis 


première colonne verticale du tableau relatif à la fonction 


que la première ligne horizontale donnerait un développement conver- 
geant dans le cercle de rayon 1 seulement. 


(22) 


DEUXIÈME PARTIE. 


LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME . 


CHAPITRE I. 


Forme générale des relations de récurrence existant entre les 
termes de trois réduites consécutives d’une fraction con- 
tinue de la deuxième classe. Extension aux fractions com:- 
plémentaires. 


I. — Fractions de la deuxième classe ordinaire. 


16. De telles suites de réduites sont de la forme (cf. le tableau 
des fractions approchées) 


G) U! U?+ Ut+ 
I De Far VE TC OMTET ES 
Fi p+1 : 1 : 
(2) Le bi (=0 0 ) 
= EE q NET, Ta) 
Æ ) par ) ES , 


17. Nous allons considérer 3 réduites consécutives de la suite (1) 


(res Ur LES ou LEA Eee fes E 
n—1 2 n 2 n+I FA 2 2 2 
Vi AS pit U n—I Fe RE 


ce qui n’offre aucune ambiguité si l’on se rappelle que les fractions ap- 
partiennent à la diagonale au-dessus de la première diagonale et de rang 
p, qu’elles sont consécutives et que les indices marquent les degrés en z 
des polynômes U, Y. 


(23) 


Si ces fractions représentent une fonction 
PAROLE Cam OR 


on aura par définition 


U NH I U +1 +2n+2 +2n+3 
Sn 0 ct hu) 


T 
J n+I 


Ga eee a BA pe ee, 
d’où 


U (2e pr U pe y Le LEE (p eV auie + dés +). 


p+n+i n p+n 


Or le premier membre de cette relation est un polynôme en 7 de 


\ 


degré p + 2n—+ 1; donc le deuxième membre se réduit à son terme 
de moindre degré en z et 


(3) CORRE US PORC (RICE, 


D+n+i n 


où 6(#) est un polynôme en »#, qu'on obtiendraït en faisant x? = 1. 
Changeant # en n — 1, 


Er Fe aû U 12 a c(n me 14) AT “ 


I p+n—1 ’ 
Éliminant x entre cette relation et la précédente, il vient 


(2) QU Fe Le UE, FE) ad () re QUE pe ie F. U 3 AO: 


p+n— 
ou, quel que soit B,, fonction de # et de z, 
AA ne D RÉPARER O POUR PAC ERA CPE 
UD P, + EP, +6), ]= 0 
Si B, est déterminé par cette condition que 
CAC à D MUPNESS ta AAUPEP p €1) E'OM PRET 2 
on aura semblablement 
s(n— 1), +BV +Lo(n)x VV, —=o. 


Ainsi, il existe une même relation de récurrence entre les numérateurs et les 
dénominateurs de 3 frachons consécutives appartenant à une diagonale prin- 
cipale située au-dessus de la première diagonale principale ou, ceci est un cas 
particulier, appartenant à cette première diagonale principale même. 


(24) 
Cette proposition est un cas particulier d’une proposition que nous 
avons rappelée au début. 
18. Réciproquement, considérons six polynômes 


U U U V 


p+n+1 2 p+n ? p+n—1 2 n+1 2 n n—1 
liés par des rélations de récurrence 
À, je FU ECC ERRET0, 
PV, +B,V,+C 7, 


où 4,,,B,, C,rsont.des er en z fonctions de . Sous quelles 


Fe : U U ESA 
conditions les fractions FF À a 2, = seront-elles fractions con- 
n+I " n—1 


sécutives d’une même diagonale principale d’un tableau de M. PapÉ? 
Éliminons B, entre les relations précédentes; il vient 


A,(U FPE CS Pan)i= = C , CU p+n AP at A Fa 


pn+i n 


changeant # en n — 1, 


AQU pos tr U PE ET, er CU p+n—i AE El Le FES 


p+n p+n—1 


de le, me. ee 18 not: s L'e, jet 18) d'ivet6, Vie 100 € fe EU Er Cle Tr Te Ta PENSAIS 


A , CU PV RAA URS .V,) = Loch C : CU Ca 2 (OR RES FE 
et, par multiplication, 
(PAPA TENEX 
Co de LTÉE BEA La LE A A Tr at F da U, 48 
Or, si 
U +1 ARE +2 + 
F. mA mOn rt Cuers HAT AE: 
U U? +1 
Pope = AU er ho, RUES, 
o ? 
on aura 
U +1 U; +1 
n 2 Et A pers px? sue OT: S 
d’où 


UV, — UV, = GR PP, = 0(m)t", 


(25) 
par raison d’homogénéité, d’où 


CICR TC _. 


U a ae mn de Ut - 


p+n+i n 
Mais (3) cette expression doit être de la forme 6 (n)x?*°"*"; il vient 
donc, en posant 


(CR ACER ) 
A = /,, FES ne » 


n 


PET CR | . —=0(#)x”, 
SERRES RE 'É + 0 (n Eve ITS 


= 0 (n) RAS 
TE NT 


et, de même, 


d’où 


n 


Ainsi C, est de la forme 
C, = I (#) 74 A} 
et les rel tions de récurrence sont de la forme 
4} ÉREe ce B, Uere tte Il () 2 À, Lies = 0, 
FE FR ci B, Fe Sr IL (7) 2 4e FR — O0. 
D'ailleurs, si À, est de degré h en 7, B, sera de degré h<+ 1, par 
raison d’homogénéité. Même dans les fractions du type (C) que nous 
considérons plus spécialement, 4, et B, sont de degrés respectifs o et 1 
en 7. 
Enfin, il est évident qu’une relation de même forme existe entre 


les réduites de la suite (2), correspondant à une diagonale située au-des- 
sous de la première diagonale principale. 


IL. — Fractions de deuxième classe complémentaires. 


19. Le tableau complémentaire. 
On peut construire un tableau analogue à celui de M. PADÉ en 
partant du développement suivant la puissance décroissante de la variable : 


Z@= ++ ER. 


Soit encore 


ZR)=A+AxT+Ar +: 


(26) 


et 
U, (62) ———s 2 p+q p+g+1 
V0 re ME TER FREE Az 1H 0 
on aura 
U (= 
Ai CNE dp+g À x U,1(x) 
À —} MÈTE ic ÉS a — 00 = ——— 
(1) r (=) ts x ne e re Fa Tam LAN CS) 
Ar 
et aussi 
z(+) = a, ds 72 GT à 
X LE x 2 ré LR 


Ainsi les fractions 
x U,,: (x) 
UP à 
I 


sont des fractions approchées de la fonction Z ( = ) — € (x), au sens 


de ce mot défini par la relation (1). Nous appellerons ces fractions: 
fractions complémentaires. 


20. Loi de récurrence liant les termes de fractions complémentaires con- 
sécutives. 

Considérons une suite de fractions approchées consécutives du Ta- 
bleau de M. PADÉ appartenant à une diagonale principale située au-dessus 
de la première diagonale : 


BERE Us CEE 
» D neue 
Fe pa A 5 4 


et liées par la relation de récurrence 


À, ER ce B, ue re I (2) 2 A, Cie — 0 
À, pie ae B, pe AT IL (u) 4 À, fn == 0: 


I 


(2) 
On aura aussi 
4e. (te) (s) 
il x D+n+i F4 + n x p+n 4 


I AA 
I (nr AU, (2) =0 
<e WE p+n— ré 


(27) 
et si À, B, sont respectivement de degrés h et h H 1 en z, 


hX. LR mm n? ARE a Il (n) Re Te mL. 2 
où 


I Ke I I 
Ant) ces A(=) ? Bat) = cs B(—) 2 ÉESES gr 4 u(=) 
ré re x 
et de même 
#0 FR 4% De Par + (#) 4°: For rs 0, 


les fractions approchées étant 


*i EFRPE ls BP 


+" De Me ® 
1 Fr 4 Ge 


Dans les relations de récurrence en question 


A, Cire . He U +, 1 2e 110) Fe GR Tr 0, 


G AA 1 +1,1 2x BE Fons Sp 110) 73 4 —1,1 Fe 0, 


n 


les polynômes 4,,, B,, sont respectivement de degrés h et h + 1. 


Pour une suite de fraction appartenant à une diagonale principale 


n,1 


située au-dessous de la première diagonale principale, on aurait sembla- 
blement 


A3 Ce AE BAR Le ar I (2) Pr (SEE sa 
FL ASE “e DR FR 2e Il (n) 4 fn re VE 
, LU: 
les fractions approchées étant = 
p+n,i 


Enfin, pour la première diagonale principale, on aurait 


AUX ar D? Le 2 I (n) 474 U = O, 


—1,1 


@) A FRS 2 De Fe = Il (n) Fe Care Se 0, 


n,1 


V 


n,1 


les fractions approchées étant 


21. Si l’on a obienu la relation (4) définissant les fractions approchées 
(tableau complémentaire, première diagonale principale) d’une fonction 


a 
EH, 


2, = a+ + : 


(28 ) 


les relations 


( ) À, Ur SK B, U, _ Il (n) a Les + 0 
à 


1 Fee ne B, Ge —E Il (n) « pe Pa 0 


définiront les fractions approchées (tableau de M. PADÉ, première diagonale 
principale) de la fonction 


(1-20 
En effet (1) 


a, Œzp 


À 
Grece 


te, CHE AS 
d’où 
ns () eee) 
CA RES on a mA Site 
I se TAN (r 
P,(E) Here CS 
D DE Ga mL 2 en m0 on mL En RUE 0 émet 
D'ailleurs 


z.()=2o=a+artar+.. 


De même, si l’on a obtenu les relations (3) définissant des fractions 
approchées complémentaires d’une fonction Z (x), les relations (2) définiront 


les fractions approchées ordinaires de la fonction Z (=) PACE 


22. Forme des fractions continues complémentaires de deuxième classe. 
Les termes des réduites de toute fraction continue 


sont liés par la loi de récurrence 


U ME OT A U, ce dors ER io 


n 1 


Fo ue PUR +0: 


n+I Er LA n—1 


(29) 


Dans le cas qui nous occupe, si 4 
D'etten 7iEtiSi 


B,, sont respectivement de degrés 


n,12 n,1 


Gr) I) —C,, 
la fraction AURI correspondant à la relation sera de la forme 
à ES SLR ECS ; 
Es Rene 
er PT ' 
Ra Eure, 


les relations de récurrence étant 
(4) de Ma (a,x ac b,) U, Re GUER 100) 
fre A à (a,z SE b,) 1 r Cy pe Tr 0; 
d’ailleurs les réduites de la fraction continue F correspondant aux lois de 
récurrence (4) vérifient les relations 


(BÈLRE Du (a,x 15 6,) (Le ti 1e LE — 0 2 


Fes Ep (a,x 5e 6) ie RE. Ya FES D 0; 
donc 
F — TEE 
+ 
+ ——"% — — 
GES M 2 ve DCE US 
HAL ECEE 


Un calcul facile donne les termes y,, 8, y,, 6 
CRD AN AÉTRSOrIE QUE 


TS 0,1? 1 


en fonction de U., 


2 


ER 
EE au Us 
ps NE He ES 
ni = Lie 6, 
U, I 2 SERRE 


( 30) 


III. — Relations entre les aires de convergences des fractions ordinaires et 
des fractions complémentaires de deuxième classe. 


| U 
23. L'étude de la convergence d’une suite de fractions —* sera 


V 


n 


basée sur l’étude de la convergence de la série 


| U, U, U, U; ER 
AL ee lee 
et en particulier sur l'étude du rapport 
(Es U, : U, (ER. 
+7) Gr). 


Si le module de ce rapport tend vers une limite moindre que UN, la série 


et la suite des fractions convergent. 
Si ce rapport tend vers UN, il y a doute. En ce cas, l’étude directe 


: U 
de la fonction dont les fractions j Sont des représentations approchées 


n 


permet parfois de lever le doute. 


24. Comme on la vu, il existe une relation simple entre les déve- 
loppements en fractions continues de deuxième classe ordinaires et com- 


plémentaires des fonctions Z (7) et Z(x)=Z (=) 


IT existe aussi une relation simple entre les aires de convergence de ces 
développements. 


"1 


7 


nl 


mière diagonale) d’une fonction AE 


Soit en effet 


des fractions approchées complémentaires (pre- 


a) Alu + BU EU) AU 0 
( A fe Fe if pe Fr I (#) 12e = T,E — 0 


n+1,1 


€ 7 les fractions approchées ordinaires correspondantes de la fonction 


2(2)-0 

z (x) 
(2) AU.) BU, + (r)t 4, Un, —0, 
AV +, HI) A VE = 0. 


n+I 


Considérons les deux suites 


(82 (ER (ER (ae he 


CU EU, LRU 
A nr 


et les rapports 


Dire (82e ÈS De 
Ro) GE 7 


n,1 Se 


IE pe re (B,Re FR Jet FRA Fe er 
RQ (4 Free Aa Lien pe de [srre n,1 x ce () FE, FE 
ER Ü, = U, CE _— 2 VE PR 
ie @ dy ( Fi Fe 1 ee ni RS ) Le à (x LR 1e 4 
car les relations (1), (2) donnent respectivement par élimination de 
HAS DA 


Lite : pee ss Se Ce Er I (n) X CURE HER rx HR) 
En ñ Fe En Frs U, Te x'Il (n) X çU, He EE) Fr U,). 
Les relations 


I ; I 
(BAC ( es 2 U, (=) 2 Pr (62 FO x Fa (=) 


permettent d’écrire 
cr (=) xx. (=) 
R;(@ = In) : < 


Il s’ensuit que, si les suites de fractions (1) représentant la fonction 
Z, (x) convergent pour la valeur zx, de la variable, les suites de fractions 


(472%) 


(2) qui représentent la fonction Z (=) — Z(z) convergent pour la valeur 


I a 
— de la variable, et réciproquement. 


Si la suite (1) converge dans l’aire A{x, y), c’est-à-dire converge en 
tous les points 7, — x, + iy, de cette aire, la suite (2) qui représente 


la fonction Z, (=) — Z(z) convergera aux points 
EUROS 
2 HMS ERO REED 


de cette aire, c’est-à-dire dans l'aire 


4(— 223 A) = 4,6 è 
A ee Si 


En particulier, si l’aire de convergence A(x, y) relative à la fonc- 
tion Z.(z) comprend tout le plan, sauf les points d’un arc de courbe 
f(x, y) = 0, laire de convergence À, relative à la fonction Z(x) com- 


x — y 
rendra tout le plan, sauf les points de Parc f[——, ———})—0o 
P P ? P # x? + Y > x? + y 
transformé du premier arc par rayons vecteurs réciproques, le pôle de 
transformation étant à l’origine et la puissance étant UN. 


CHAPITRENL 
Étude d’un cas particulier. 


25. LAGUERRE a étudié le développement en fractions continues des 
fonctions Z(z) vérifiant l’équation différentielle du premier ordre 


@) pr x Q 2 7 x 2 + U, 


où W, V, U sont des polynômes en x. 
Il part de l'identité, supposée vérifiée, 


20 = + (2), 


où p(x), f(x) sont l’un et l’autre des polynômes en x de dégré n et 


(1880 


“ I . L 1 . . ! . 
où ([—— } désigne une série ordonnée suivant les puissances décrois- 
ré 


santes de la variable 7 commençant par un terme de degré —(2n + 1) 
et il montre que f(x) doit vérifier une équation différentielle de second 
ordre : de cette équation, il déduit une loi de récurrence entre les po- 
lynômes f,.,(x), f,.,(&), f,(&). On sait d’ailleurs que les polynômes 
Pros Pas (KR 2, (R) vérifient la même loi de récurrence. Cette loi 
de récurrence conduit au développement en fraction continue de la 
fonction Z(7). 

À dire vrai, LAGUERRE n’a appliqué son procèdé qu’à des fonctions 
a :) (constante quelconque) (cf. 6 42), 
vérifiant toutes l’équation particulière : 


_ —= (px + 9) Z() +), 


où a, b, c, d, p, qg sont des constantes arbitraires et II (7) un polynôme 


très simples, telles que ( 


(2) (ax + b)(cx + d) 


quelconque et il n’a même pas donné le développement en fraction con- 
tinue des fonctions vérifiant l’équation (2). 

Suivant les indications que LAGUERRE a laissées, je donne d’abord 
ce développement. Puis, prenant comme point de départ les relations de 
récurrence existant entre les numérateurs et les dénominateurs de 3 ré- 
duites consécutives quelconques, je montre que le développement est valable 


dans tout le plan de la variable x, sauf pour les points situés sur la cou- 
Fe : ; b d RE TO TE 
pure joignant les points d’affixes — To y qui sont points singuliers 


pour la fonction Z(x). 


I. — Développement en fraction continue de la fonction vérifiant l'équation 
différentielle : 


G)  Ur+DGr +0 D 2 Gx+ DZ +1; 


où a, b, c, d, p, q sont des oonstantes quelconques et I1(z) un polynôme 
en Z. 


26. Nous supposons que Z(z7) est développable suivant les puissan- 
ces négatives de la variable : 


Z@= 5, + À +2 


ne 


HS 


(40 


Déterminons avec LAGUERRE deux polynômes de degré », U,, VW, par 
la condition que les 2n +- 1 premiers termes du développement 


S, 
AU 


S, + + 


Dent te 
de la fraction rationnelle =" soient identiques aux 2p + 1 premiers 


V 


termes du développement de Z(x), en sorte que 


G) 2Q=7+(7). 


I : 
où (=) répresente une série ordonnée suivant les puissances décrois- 
à 


I 
santes de 7, commençant par un terme en ——. 
x 


Les polynômes U,, W, peuvent être déterminés, une fois le déve- 
loppement de z connu, par lidentification du polynôme U, au produit 


5 S S M M 
“ (s. 2 LEPX T Fri er ae 2 ) . 
RARE Mn, Le 
On déduit de (3) 
VU'— UV" ( I ) 
VAI = 2 2n+2 
@ ee 


et, portant ces valeurs de Z(z) et Z’(x) dans (2), il vient 


(RD) Cr EEE 


— (px + 9) (=) mACrnm hi oar (==) 


Gx-HH)GxH A) U— UP) —Gx+ DUT NP (Ex) 


Changeant 7 en = à 


Ze (a + 60 (+ 4H), U, — U,7,) 


I IL CZ 2 I 2/_2n 
as + 4x) U, LA ns HS Pé ET ent ); 


où l’on a posé 


(35) 


O=rr(E), vo=x vf), 


Le 1 $ —1 ! 
DO=rU(E), 7O=< "70 
5 I 
LG) = ru (=). 
en désignant par # le degré du polynôme I (z). 
Ceci peut s’écrire 
LC@e+x)C+ di) PU, UV) (pH UP RP), 


(x) et (x°"*7) représentant des séries ordonnées suivant les puissances 
croissantes de 7 et dont les premiers termes sont de degrés respectifs 
2net2n+7T. 
2 ! 1 (LA 2 2n+7T 
Le premier membre étant de degré 2n + #, la série V°(3"*7) ne 
peut que se réduire à son premier terme, d’où 


ar CAES SAS EE GE RC LOL UPN PA EG 1 


2n+T 
— 7 
Tue 


x constante. 


Changeant à nouveau 7 en = : 


(4) (az+b)(cx+d) (PV U'—U V)—(p 349) U V1 (2) V°— constante. 


27. À laide de cette relation, LAGUERRE forme comme il suit une 
équation différentielle dont W est solution. 
Soit 


à . SNOS PR à 
(5) NG:3"—MG)y+H.y=0 où ÿ"— Ty +) —=0 


une équation différentielle linéaire du second ordre admettant les deux 
solutions particulières 


Tr aan MU 
LEA NEC Re AUS TA CAP 7ACAIE 
Des identités 
NY MY EH y, 0; 
Ny; = My, + Hy, =0, 


(36) 
on déduit, par élimination de H, 
NO RIM) = MO); 


MIE nd 
Née de 8 O1 — 729); 


d’où 


or, en posant 


Pr +79 rx 
CEDICE LENS 


FR . — | Rd 
Neil ee RG FZ)= Ve J QUIZ V2) 


re LE RU V2) Spy U'EP-Z EUR V-ZR] 
— fra 

de P)Ccx + d) [Cax + b)(cx + d)(V U" — UV”) 
+ PE(ax + (cz + d)27" — Z(bz + 9) + UV(px + 9)] 


ou, vu la relation (2), 


Fe re LE à 


_ Riz 


(ax X xd) [0H UV (px) —(ax+bY(cx + dY VU'—U7")] 


et, tenant compte de (4), 


! ' FE a 16 Mémeree 
Lac 0 LE re CEDCET A cotist. =— Car ED const. 
d’où 

re ! ! pr+q a C 
DE D a LUE DNRINE Æ 

N dz og (y, 7, 3,3) (az + b)(cx + d) ax + cx Hd 

13 A CO APE PROIEN 
(ax +b)(cx+ d) 


L’équation différentielle (s) que vérifie Ÿ est donc de la forme 


Gax+b)(cz+d)3" + [Co +2ac)z+ad+bc+ aq] + Ayo, 
où À est indépendant de 7, vu l’homogénéité. 
Si 
Pc PE CNE Res re 


(574) 


exprimant que le terme de plus haut degré est nul, il viendra 
n(n—1)ac +n(p+2ac)+A1=o, 
à = — nf(n + 1)ac + pl. 


Ainsi le polynôme W est une solution de l’équation 


(6) axEXcx-d)y""-H(D—aac)eadbe+qly —n[(n+Dac+ph=0. 


d’où 


28. Cela posé, LAGUERRE remarque que la relation 


Ee Le FE (ER laps ATOS A 


I n—1 2 


où À,_, est indépendant de 7, comme on le voit immédiatement en 


I 


RME | 
remplaçant > y Pa leurs développements 


U \ S S 
= —S — LÉ rs 7 Es Fr EL 
ONE in : a ; Le AE : + = + 
(BE Se S N 
Æ Sue + ee da ere Le UNE 
ps +++ + ++ + 


donne lieu à celle-ci 
QU n+I Fe TEA U, HÈES 130 LA Ur pere a BE v,) LL 2 


qu’on peut écrire 


GHOPS re + es A 5 U, — Ce a (U n+I A 2e CRE 4 ,) Fa 
ou 
es nr n—1 ES ) U, — > (U n+I + U M—I pi ) Fer 
en posant 
LITE 
= R.. 


Si l’on détermine le polynôme Q,_, par la condition que 
4 LE x DU re ke 4m ue He 0 2 
il s’en suivra que 


U ue. T3 Qe U, se Fe Dé FE” 


CH 
Ainsi, les polynômes U, V vérifient les relations de récurrence 


ERA pi QE U, a ve Pie LU = O 2 
Le ce O2 Fe + PUS Far — O 2 


où P, étant indépendant de x, Q est du 1° degré en z. 


(7) 


29. Ici LAGUERRE remarque qu’on peut faire l’hypothèse que voici: 
La constante de l'équation (4) est égale à — À. Et en effet, la relation 
supposée 


EMEÇARS Se 
F.(0 ae ll 


donne lieu à celle-ci 


, M, 
“ + ET + 


USSR PTE PTE Er 
RES EE ES OP du A RE à me Lo a NP € 


on aura 


I 
. eu) v 
RS ER Een ee ar (Es) ARC 
PR RATE RATE cr, (+) r. ( 


d’où 
LAC PRES de mn Mn me de et mu 
V,@) PNG me et 8e a me un NL 


quelle que soit lindéterminée À, et si le polynôme 


L'SEN STRESS 


vérifie l’équation (6), il en est de même du polynôme 


ATEN REEde 


v 


Or, la relation 


D'AIPÉUISEE 


n—1 LA TES 


(39) 


où À,_, est une constante, donne, dans ces conditions, 
A,_, = HA(B,e,, —0,,7,) 
ARENA PS AUTRE qu PRES D 


la relation (4) donne 


et si 


b d (Y, " À pe =; b, À VA. es q \ b, Ÿ; Le Ur \ 1# — Constante. 


Supposer que la constante est égale à — 4, revient donc à écrire 


À [b d(y, Le + b, He) Æ q Dave Es Ur V] me os (2 se Fu B, 6) 2 


d’où lindéterminée sm en fonction de à. 
Dans ces conditions, l’équation (4) s’écrit 


CO RTS) CROP COS) EC Ti) De FR RUCPE 
UT CR CAPRE 


(Caen) 0) PR PCI, 

ME 0) (CEE Or 0) UE 0 PU 7: 

ou encore, Q, étant une indéterminée, 
[GATE GRR SOS FREE RTUr 

etean) (ere) 0 UP (pra Un PEUT, 
et se décompose en les deux suivantes 
COCA EP) CRE PP = Pre, 
Co) (ax +b)(cx + d)U,=U7,+Gbx+qa+0,)7,—U,.,, 


où {, est, par raison d’homogénéité, du 1° degré en z. 
Dérivant l’équation (8), il vient 


(ax + bad) V=—(aacx beta) PHOTO VIP. 
et (6) devient 


ŒrFITO) Pr, Hide + 7) + p]ni7,— 0. 


ou 


(40 ) 


Éliminant V' entre cette équation et l’équation (8), on aura 


(PAR a UD ONE SO 
+ G@x+b)GCr+ d)in, — [ac + n) + p]niV, = 0 


be re LPX a q AP Q, ar 0 | FES 
+i@x+ 9 +0,)9,+(Cax+b)(x+d)9,— [ac +) +pni7, = 0. 
Comparant aux relations (7), il vient 
(EL) ON CRÉES Ge np A FO 
Gr)  P, = (r+9+0,)0,+ (ax) d)Q,—[ac(r+n) pri. 


Les relations de récurrence (7) seront déterminées une fois le po- 
lynôme du premier degré Q, déterminé lui-même. 


ou 


30. LAGUERRE pose à cet effet 


Re 
u = 6 (az+b)(cz+d) 


d’où 
0, = (ax + D) (x + à) — 


et, substituant dans l’équation (11), il vient 


a+ 9 + Gr b)Gx+ DJGr +) Cr + DE 


HrH)ex-H)] Gaac-ad+ bo) Hard LL 0 


u 
ou 


Gr + DUx+ D Gx+ DE + Gr + GX +0 


Cearr-adbe) (ar) —n(nDacpllP,=0 
ou encore 
(12) (ax + b)(Gcx + du" + [(2ac + p)z + ad +bc+ qu 
E, 
n[Ce + 1)ac + p] + Tu DEC 


HO 


(41) 
Q, étant un polynôme du 1° degré, posons 
Li SCA RE EN 
G@x+b)Gx+d) TT ar 


déterminer le polynôme Q, reviendra à déterminer les constantes «, f. 
D'ailleurs cette relation conduit à celle-ci : 


n — goes r+DÉ (ax + bY(cx + dÿ 


et si l’on exprime que # vérifie identiquement l’équation (12) on aura 
3 équations déterminant «, &, P., d’où 


0, = (a+ Bjacr + aad + cBb 
et enfin, vu l’équation (10), 
(1222) Q, == px JT l an Q, -È Q,., 


31. Voici le développement des calculs. 


W = (az + b)(cz + d), on a posé 


0, 
ro EE 
et l'équation (12) s'écrit 
(13) ru + au + Ê Ju, 
où 
W, = (2ac+p}i+bc+ad+ a, 
W,= —f[ac( +) + p}n. 
On a donc 
ie DOTE PAIE Ve/ee (4 ©, Ja 
7/4 d W dx W 
et, portant dans (13), 
W AU ne D + W Res 
_ Ta rl 4 PTE 
(®% Woo W à 
(RAT à Q WW —P —=0o 


4) G+Wa—W'o.+W,0 +WW,—P,=—0; 


M. 6 


(42) 
or, 
(5) 0, = (a + Bjacrx + aud + cBb=Yyx + à, 
en écrivant ac(a« + £) — y, ad + c@b — à et (14) devient ainsi 
Gr + 5) + (ax + Br + dy — Gacx + bc + ad)(rx + 5) 
+ [Gac + p)r + bc + ad + g](rx + À) 
+ DOG ++ Arr. 
GROS EREX RE) GREEN 0) CAE 0) 
— (ax DGr+ dec + +plr—P—0o. 


Cette équation devant être identiquement vérifiée, il s’ensuit qu’on doit 
avoir simultanément 


Gé) p+acy+py— acc +n)+pm= 0, 
7) 243 Cd bo) y+p3 y — (ad bolac(r+n)-+pln=0, 
(18) + bDy + gd — bdfac(r + n) + p}n — P, = 0. 
On tire de (16) 
_ = GetDE cp had] 
D 


Ÿ 
d’où les deux valeurs suivantes de y: 


RMC Y = — G@c+p+acn). 
Si y — acn, l'équation (17) donne 
ve (ad + bc)(acn + p) — qac 
2acn + hp 


et l’équation (18) donne, après un calcul assez long mais qui n’offre 
aucune difhculté, 


pen (rachp)Is (GET NOR R PA AUS RS SENS 
re [2nac+ pf 
L’équation (15) donne alors 


(ad + bc)(acn + p) — qac ; 


Q — acnz + 2462 ED » 


(43) 
d'Où (120) 


Q,—{(anac+p}l2ac(n+r)+pk+(ad+bc)[2n'acta(ac+-phn+p}H-baix 


(an rac-+p 
 Tenac-Fp2G-FDacFP] 
Si y = — (ac + p + acn), on est conduit aux mêmes valeurs de 
Riretr Qt 
Ainsi, les termes des réduites 7 de la fraction continue déve- 


loppement de la fonction Z(7) vérifiant L’é équation différentielle 


Gr + Dr + DD = (x + DZ +n@, 
vérifient la relation de récurrence 
DR ROUEN PURES 
RO Pr 0 


__n(nac+p)[n(ad— bc)a—bp—+ag|[n(ad—bc)c—cq+pd] 
F, (2nac+p) 
—{(2nac+p}zac(n+1)+plr-(ad+-bc)an'act2(ac+p}nt pb pix 


K (ani ac +p | 
Cana} Dac-Fp] 


Dans le cas où p — 0, les quantités P,, Q, prennent une forme 


où 


beaucoup plus simple : 


PU leu) 
Q,=(2n + r)(acx + Star is). 
On remarquera que, d’après la marche des calculs, si 
BR ES Sp 8 HT AO 0 09 PAPE 
RS 6 Ce CO RL PAL PA LL 


les polynômes U,, VW donnés par les relations de récurrence seront les 


(44) 


V,, par un facteur constant : 


produits de U 


n,1 


U, AU, V,=ap,.. 


U is 
Comme F— F— , cela n'offre aucun inconvénient. 
n n,1 


II. — Étude de la convergence du développement précédent dans le cas où 
D = 0. 


Nous montrerons que le cas général rentre dans un cas plus étendu 
encore, dont nous ferons plus loin lPétude (Ch. II). 


32: Posant dc Pad hr = OR RE 0 
les relations de récurrence s’écrivent 


(1) Die n + LICECN QU,+(rR+o)(7R—oœ)U, ,—=0, 
V,., —(an+1)(Px+0)7,+(R+0)(7R—0)7, ,—=0 


La suite FA ; FT? > ... converge ou diverge en même temps que 
2 
la série 


PE PI UV: EU FSU 
ne U, En Le U, V, FRÉRPSCS U, I 4 2 pe à fa 
Fe Fo 


Éliminant (2n + 1)(Pz + Q) entre les relations de récurrence, il vient 
CPU (RE ER USER En 


d’où 


R,—=(12R+o)(nR — w) Z- se a 


n 


(45) 
Si l’on pose 


n n—1 2? 


V — + (nR — w)V 
R, devient Æ 

R Ta nk 3 _ 4 Ur a u, . 

ARE RE a Van vu. 


d’ailleurs 
C2) [G@+1)R—o]u,,, —(2n+1)(Pr+ Qu, +(rR+o)u, ,—=0. 
Or, la fonction Y(z, x) 


MAÉ EVA CR AUS REC ie mt À Vs Ces mi 


[RAP ON RET À J = Gr 


LR (PORT 


où les arbitraires à , 4, ont été choisis de manière que les coefficients 
des termes en «°, x du développement soient précisément w,, #,, vé- 
rifie l’équation différentielle 


[Ra—a( Pit Qi Ra fu (Prt Qya(Ro}aé] Pa aa 


\ 


Si lon dérive # + 1 fois par rapport à « cette relation, on obtient, 
FH" é 
dure? 


en substituant mlv, à 


[m4 1)R—u]0,., — (ant 1)(Px+ Ov, HR +o)0, ,=05 
la comparaison avec la relation (2) montre que (puisque v,—u,, v,—u,), 


Ve Ie. 
quelque soit m. 
Pour une valeur déterminée de 7, la fonction Y(z, x) 


20+R 


Y(G 2) = aÂ[R — 2(Px + Qja + Re T x 


le (a, + a,a)da 
2 R[R—2(Px+ Qja+Ra] 


(46) 


admet un développement 


VU, 0 ain at se +u,a" +... 


valable dans un cercle ayant pour centre le point « — o et passant par 
le point singulier «,, le plus proche du point « — 0. 

Or la fonction admet les deux points singuliers «,, «, racines de 
l'équation 


G) Ra —2(P; + Qja+R=o. 


Si les modules de ces racines sont différents l’un de Pautre (|x,| <{x,|) 
un seul point singulier «, sera sur le cercle de convergence et le rapport 


LL 


tendra vers x. Donc, en ce cas, 


n+I 


lim || = fx] < |ÿa, a] 
et par suite 
lim |" TE 
puisque &,«&, — I. dé 
es nR+o u u 
eme re 


tend vers une limite moindre que un et la suite des réduites converge. 


33. Il ne peut y avoir divergence que si les modules des racines 
x, «, de l'équation (3) sont égaux, car ils sont alors égaux à un et 
IR,| tend vers un. 

Si les modules des racines de l'équation (3) sont égaux, il y a di- 
Vergence. 

Un calcul facile montre que lidentité des modules a lieu sous con- 
dition que le point z soit sur le segment rectiligne joignant les points 


b d 
d’affixes — —, — —, 
a c 
En effet, si l’équation (3) admet la racine «, — x; + «1, elle ad- 
mettra la racine 
!' fu 
128 % LE X, ? 


I 


et, les modules devant être égaux, 


x, — 


(47) 


2 x = a “3 
: UPS TI LA 9 
Fe Ta) 
où 
Din Lil Ta x 1, 
d’où encore 
&;, + L, = 24, Ÿ 


Soit 


a, +, = OL S) 2 2H, y) + 25 K (x 3): 


la condition précédente nécessitera que 


Kr='0: 
D'ailleurs 
M — 1 as V1 + di 
nécessite de plus que 
HZ 7, 


soit dans le cas présent 
X—=x+iy, R—p, +p,i, Pl, + I,;, OX: 
on aura: 


2CPx + Q) OH, 5)G + 57) + X + Xi 
R Pr + P, 
— 2(I,x—IL, y +4, )0, HQE, x HE, y y, ee, il — (x 0, y, }e, +, x HE, y +, )e, | 
Pricro 
et les conditions d’identité des modules s’écrivent 


A PE Pa AUS PE ne LP em 


Pi Pa 
= [EP HNUT Que | 
pr + P 
EN 2 LE fe oi ET Ru ER . 


conditions qui deviennent 


(a, ER NT, c,)X rs (a, c, qu 4; c,)y Je 4; d, ET a, à, 
a, d, nés a,d, Riva DRE LÈ De 


Æ (a,c, — a,c,)y + (ac, u,c,)xHa,d, + 4,4, __ÿ+i1 
F ad, +a,d, — b,c, — b,c, SRE 


DT 0 ei 


avec 


( 48 ) 
si 
RE PR: EUR b—b +Lbi,:... 


Ces conditions supposent bien que le point z est sur le segment rectili- 


b d 


gne joignant les deux points d’aflixes — PET ee à 


D'ailleurs, il y a ordinairement divergence sur ce segment, car les 
points en question sont ordinairement points singuliers de la fonction 
représentée par le développement en fraction continue que nous étudions. 


34. Cette fonction Z(z7) vérifiant l’équation différentielle 
CA 
Gx+ Gr + DEF = 5.20 +10 


est de la forme 


ZO=GxHE) LH) ‘ 


H(dx 
GX) (xd) a 


g 


Z() — (£ + AVE 


et les relations de récurrence subsistent : 


DE CEE) (ax+ +) LPC ad— 1 |... U.. 


PV, —(2n—1) (ax+ =) V + Share | —1) — mr Po: 


Les points critiques sont alors algébriques. 
2° Si l'équation différentielle est de la forme particulière 


d:Z(x) EL 
dx 


1° Si I(z) est nul, 


(ax + b)(cx + d) —Rk,  (g—o), 


d’où 
Arr : pas = a 
les relations de récurrence subsistent encore et s’écrivent 
U,,;, + (nr +1)(Pr+ QU, + RU, , =0o, 
Porta TT) PRES) PET EAN 


Ici les points critiques sont logarithmiques. 


(49) 


Dans l’un et l’autre cas, la convergence est assurée en dehors du seg- 
ment rectiligne joignant les deux points singuliers. 

Le prolongement de la fonction par la fraction continue n’est donc pas 
essentiellement arrété par les points singuliers qui sont critiques algébriques 
ou critiques logarithmiques. | ‘ 

Nous aurions ici à examiner le cas des fonctions vérifiant l’équation 


différentielle 


Gr + DER = 9.27 +0. 


Nous ferons cette étude après l'exposé de la théorie générale. 


III. — Extension des résultats précédents aux fractions continues de M. Padé, 
qui correspondent au cas particulier étudié. 


35. Comme on l’a vu, si les réduites obtenues se rapportent à la 


fonction Z(x), les réduites complémentaires T' vérifiant la relation de 


n 


récurrence 
Gr OR OA) TE Er REo)(nR=o) AU —0; 
V.,+(an+1)(P+ 07 7,+(nR+6)(nR— ur V0, 


se rapporteront à la fonction z(—) — Z,(x) et convergeront dans 


tout le plan, sauf sur l’arc de cercle CD, transformé par rayons vecteurs 
réciproques du segment rectiligne À B. 


LIFFAEA 


En particulier soit 


d 
2()=20 = (2): 


Le premier développement, celui qu’on a étudié, est valable pour 


d’où 


tous les points du plan, sauf le segment 4B. Le développement com- 
plémentaire, développement dé la fonction (5) est valable en tous 


les points du plan, sauf sur le segment CD. 
Le développement complémentaire de Z(z), où lon a échangé 4 et 
b, c et d, représente donc, comme le premier, le développement de 
az + b 
e + d 
cle AB. 
Nous avons donc deux développements de la fonction, l’un diver- 
geant sur le segment rectiligne À B seul, l’autre divergeant sur l’arc de 
cercle À B seul. Ainsi la fonction est représentée par l’un au moins de 


o 
) , mais est valable, lui, dans tout plan, sauf sur Parc de cer- 


ces développements en un point quelconque du plan. 


GHRPITRENIE 


Étude de la convergence d’une suite de fractions rationnelles 


ir Dons, Un Eure Uiun, où les polynômes U, F sont 
PORT V V 


(e) I 2 n 


définis par des relations de récurrence de l’une des formes: 
\ À, Dee 4 bye LE Le ll (m) À, ER Os 
( À, ue: ho ie fe ve I (m) À, ee — 0, 
À, Lure mr pe Ep. + nl (m) À, EE 0; 
À, ERA LH be Dee ci li Cm) À, pe 9; 


A,, B,,, étant des polynômes en zx de degrés respectifs h 
et h + 1, et 4,, B,,,, I(m=) étant fonctions de ". 


] 


+12 


Nous supposerons même que Il(”) est un polynôme en "”. Le 
cas où Il(77) est une fraction rationnelle se ramène aisément à celui-ci, 
comme on le verra à propos des développements de LAGUERRE. 


MED 


I. — Préliminaires. 


36. Dans l’un et l’autre cas, nous avons à considérer une série de 
la forme 


PAU A PS no 1 nt 2 Es 


R — oE, ——— U, S (BE Le 
os (= 1e ( pa Ké Pre 
CE Fe ms U, tee Fe Fe es V, Gars 
TOUR EMEA VON AR EON R 
(1) Lite n+1 a Die Fi 3 I (2) À, és 


On peut écrire 


8, = | M) 


A|FHGE 


et (1) peut se mettre sous la forme 


Le érane B,., Fe LE 
D nd V. + À, E< + 1 = O 


RE 
ou as 
u À, oi x [AC Fe V, =. | +1i=o. 
D ROLe 


L”), on a 


L'+ im nel + i=o. 


Trois cas sont à examiner : 


(52) 


b+1 


© A,VU(n) 


tend vers une limite déterminée, 


b+i 


ni A, Vu (n) 


IT. Re tend vers l'infini, 


A,VU(n) 


tend vers zéro, 


b+1 


A,Vu (2) 


car nous excluons le cas où n'aurait aucune limite. 


II. — Premier cas. 


B 2 
SU de RC tend vers une limite déterminée, nous admettrons 
n) 


que B sont, comme II, des polynômes, mais polynômes en 7 et #. 


LANCE 
une constante &, 


sont d’un même degré k en n: Alors I(n)se réduit à 


h+1 


et (1) devient, en écrivant 4,(n) pour 4,, B,(n) pour B,, 


(2) A,(n) 7,4 + B()7, +047, = 


Considérons une équation différentielle de la forme 


où Ça, +aeta es 2 + afp, 00 77 0 +. 
(3) ; ze 42, «) 
ee a[ cc, ec] a, dada] ZX, a) 5, + 0,0, 


EP PRES PO 1e OR , d,, 6,, 5, sont des fonctions de 7, Z' étant 


29 3 D ile 3 0 


fonction de z et de «. 
La fonction 


@  Z@D=S+Sa+ Se + +Sa + 


vérifiera cette équation si la série du second membre converge et si 
pou m>IOona 


(539 ; 


m| m\| m| m\ 
Le. (m—k)|! qi Re UE RIM m\ Js. 


(m—1)! (m—1)! (m—1)! (m—1)! 
Hbc semis 


(m—2)! (m—2)| (m—2)! (m—2)| LE 
ÉCOUTER ce 1 


Déterminons les polynômes en 7(a, b, c, ...), de manière que, 


quelque soit m, on ait 


# Ce ere en En HOT es a té Men Une 


m—1 )| (m—1)! M—1 Mm—1 
TR aie ne — ie = ; RUE 


(m—2)! Lt CEE ae re (m— Der (m—2)| —0.A(m—1) ; 


ere en) 5 Cm} TS Gm=2) 
les quantités S, vérifieront la loi de récurrence 
(5) AGm—1)5,+B,(m—1)5, ,+o.d,(m—1)8, ,=0 (m>7). 
Si de plus on détermine 6,, 6,, de manière que 
(6) ET RREUTE 


on aura, quelque soit l'indice m, comme le montre le rapprochement des 


relations (2), (5), (6), 


s, m ? 
d’où 
F, ns? s, 
ve ke Le I 


Or, on sait que l'équation différentielle (3) admet une solution 
analytique (4) convergente dans un cercle décrit de lorigine comme 
centre, le rayon de ce cercle étant égal au module de la racine de moin- 
dre module «, de l’équation 


(7) a +aax+ax—o, 


cela sauf cas exceptionnels. 


( 54) 


Donc, 


n 


ô 


n+I 


lim 


f—c 


tee 


où L est la limite du module de la racine «.. 
Si 
A,(m) = Am + Am e.., 


B,(m) = Bm + Bi + 
où 4, AN BB sont/destionetonsiqerr 
ARENA ANR a, = 6 À 
et l’équation (7) s’écrit 
(8) o A + Ba + A—=o. 


Si les modules des racines «,, «, sont inégaux (lx,| < |x,|), 


4 


n+I 


im À = 6 lim [ æ )= 0 <oa,u,, 


quantité dont le module est un, puisque 


donc 


lim |R| 1 


et il y a convergence. 
Si les modules des racines «,, «, sont égaux, 


et 1l y a doute quant à la convergence. 
L’équation (8) peut d’ailleurs s’écrire 


ne BA 
© & —— (Vo « 108 
Jones Aus 
ce qui montre que si les modules des racines de léquation (8) sont 
égaux, il en sera de même des modules des racines de l’équation 
B 


F+ni+i=o, 


comme il est facile de le reconnaître. 


CEST) 


38. IL. Cas général. — Le cas général se ramène comme il suit au 
cas précédent. 


h+1 


Si ——— tend vers une limite déterminée et si 4,, B 


A,VU(n) 
respectivement de degrés m et k en n”, IL(n) sera de degré 2(R — m). 
Ainsi, nous avons à déterminer la limite de 


sont 


h+1 


V pet 
DO EAN A 


sachant que les polynômes W sont liés par une relation de récurrence 
FE (n) fe: se B; (2) pe + LATE (n) AE (n) Fire — 0. 


Soient #,,n,,..., ", ,, k — m racines quelconques de l’équation 
IL 4 (2) — O, en sorte que 


= nn) (nn) (nn), (2): 


Posons 
Fm I 1 I 
Fe Le BEA 2 n Fr mn; à n 4 n, . A d n En: He : 
Nous aurons à étudier la limite de 
o Il’ (n) U} Leur 
(n — n, — 1)(# a LP horng 1) NS - (n — FER Cie # U, 


ou simplement de 


U, te É 
à U, +1 À U, É 


puisque Il'(#7) est un polynôme en » de degré k — m. 


Or, la relation de récurrence peut s’écrire 


14 V 4 
IL, (n) 42 (n) V - X a tx B, (n) V = ve 4: (n) — 0 


ou 


U I I I 
Il À CO DEA SRE RTE 0 LOUE CURE LE DER 
am (Pt) #O) Len ni n, NE n, NT — ECS 
Ce I I 
TE: mnt SN Te 


NN, y —1 


ne BG) = 2€ (n — CREER ‘ 


(m0) 


(56) 
ou encore 
La) A, Cu, Br )G--n— 1), —2) Guns, —1)u, 
+4, GX, )n—n,) Gen, ni) (rm, —1)4,,=0 
et les coefficients de 


degré 2k — m. 
On est ainsi ramené au cas précédent. 


mA , Sont d’un même degré en #, de 


U,o 4, 


39. La convergence a lieu en tous les points du plan où les mo- 
dules des racines d’une équation 


B 
AVo 


CA RRSEN TAN 


que nous écrirons 


8? — 2[P(x, y) +: Q(Cx, PIB + 1 — 0, 


sont inégaux, ce qui suppose que 


O0; ER CU PET 


Divers cas peuvent se présenter. Les régions de divergence peuvent être 
de simples arcs; elles peuvent être formées de une ou plusieurs courbes 
fermées ou non. 

Elles peuvent ne pas exister. 


III. — Second et troisième cas. 


40. AC tend vers zéro: ici |L| — 1 et nous ne pouvons rien 
à n 


dire sur la divergence ou la convergence. Parfois, l'application des règles 


connues relativement aux séries donnera la solution de la question. Mais 
on ne saurait énoncer aucune proposition générale. 
En fait, la fonction 


Lee Le DU 
mrAlelens le 


I 


FR D= + 


a, quelque soit 7, un ou plusieurs points singuliers sur le cercle de ra- 
yon un tracé dans le plan de la variable X et il y aurait lieu d’étudier 
l'allure de la fonction sur ce cercle. 


((X y) 


B Prile 
1. ——/+— tend vers l'infini. 
A, Vu @) 
Si B,,, et 4, sont des polynômes en », les raisonnements qui ont 


été faits pour le premier cas sont applicables. 


IV. — Applications. 


42. Nous étudierons ici le cas général du développement en fraction 
continue de la fonction Z o vérifiant l’équation différentielle : 


Gr + Dr + DO = Gr DZ +1@. 
Nous avons ici (Q 31) 


pie 4e Be U, 1e I (2) 4, Ur 
5 VF, +B,,V, +U(r)4, RE = 


avec 
nl 
B,,,——{(2nac+p){2ac(n+i)+pfr+-(ad+-bc)l2nfac+-2(ac+p}n+p]H4-pix 
_ Cntiactp 


Ça ac pITanar-F] 
Ans) — n(nac + p}[n(ad — bc)a — bp + CARE — bc)cn — cq + pd] 
(anac +p) 
et, comme nous allons le voir, ce cas se ramène facilement à celui où 
I (x) est un polynôme. 
Nous avons à etudier le rapport 


Ps 
R, = (x); 4 7 


Posons 
Bu CPC) ne + QG nn), 


Ut 3 (CE 


ON 
Q = 2ac(ad + bc), 
M = — 2ac, 
Di 4Uici 
ad — bc\° V U 
en 7 


M. 8 


(58) 


d’où 
PE av RE V, Ar I (2) ES Gun 0; 
on aura 
_ Nr n6)(n — m)(n — ns) LR 
Se (n — n,)(n — 1) de DER * u, 


et la relation de récurrence s’écrit 
LL (n) = D Pr + B ee Ta U: 
Ja rs _ 


n+I1 
Posons encore 
AlE-0CR w 


n n 


2 Us He 


n+I n 


et la relation de récurrence prend la forme 


(ad—bcYn—n,Yn—n,Yn—n,)n—n,)nw,., 
—2{2ac(n—n,Yn—n,}+(ad+bc}(n—n,)n—n,)n—n.)(n—n,Xn—1)w, | =0 
—H(ad—bcXn—n,)(n—n,)(n—1)nw,., 


et devient à la limite 


ad — bc e ad + bc ad — bc 
mn Ce 


2 2 


relation déjà trouvé dans le cas où p — 0. 
Le problème de la convergence est donc résolu : 1} y a convergence 


dans tout le plan, sauf sur le segment rectiligne joignant les points d’affixes 
b d 


a Coi 


43. LAGUERRE *) a donné les développements des fonctions parti- 
culières que voici : 


Le Z(X) —— exe tang +, 


*) LAGUERRE, loc. cit. 


(6592) 
qui vérifie l’équation différentielle 
+ = 0; 


le développement converge dans tout le plan, sauf sur la coupure rectiligne 
joignant les points Æ i. 


° Le Las 
ù AD remet 
qui vérifie l’équation différentielle 
OA 
G+DG DEEE = 2; 


le développement converge dans tout le plan, sauf sur la coupure joignant 


les points + 1. 


; 2@ = (2), 


qui vérifie l’équation différentielle 
142) 
(re EST = 20.Z(X); 
le développement converge dans tout le plan, sauf sur la coupure rectiligne 


joignant les points + x. 


V.— Étude des fonctions Z(x) vérifiant l'équation différentielle : 


(ax +6)" ro = = (px + DZ HT. 


44. Cette équation est un cas particulier de l’équation étudiée par 
LAGUERRE où l’on ferait c — 0, d — 1. Mais la relation de récurrence 
devient 


U,,, —(pxtan<+qU,<+n(ne — bp +aqg)U,;=0 
Vu (pr tan+ a)", +n(na — bp +ag)V, , =0, 


et nous avons à étudier le rapport 


V | 4 " 
LE TeR AE — bp + ag), 


posant 


TO EU DE Rd TU OA 
LE d(n— 1) PR ANAT 


n+1 Lu 


et la relation entre les polynômes Y, devient 


BREVET RE PT AC ae 


d'(n— 1) Fe a(n — 1) Hu To teen 0e 
l’équation en « est ici 


 —x—+i—o, 


d’où QE 


its 
2 


et {x,| = |[x,| = 1 : quelque soit 7. Il y a doute 


sur la convergence. 


45. À ces fonctions se rattache la fonction : 


2@= ef EX, 
FAN 


qui vérifie l'équation différentielle 
d.Z@G) 
Cou = 4.2) — 1 
et dont LAGUERRE a donné le développement. 
STIELTJES a montré *) que son développement converge dans tout 


le plan de la variable sauf sur la coupure constituée par la partie né- 
gative réelle de l’axe des x. 


*) STIELTJES, loc. cit, page 5. 


C6r) 


CHXPEPREZIV: 


Étude de la convergence d’une suite de fractions rationnelles 


U U 
7 . ( - }. dont les termes vérifient l’une des relations 


n 


de récurrence 
4, o D Be Dustin) AU, = 0; 
PV +, 7,+10()r4/7,,=0, 
CB ERA 0, 
À, me Pis NT) ME D, 


A,, B,., étant des polynômes 7 de degrés respectifs h et 
h + 1, et 4,, B,.,, In) étant fonctions de # *). 


I. — Préliminaires. 


46. Dans l’un et l’autre cas, nous avons à étudier une série 


Beth) (+ (88) 


Æ n n—1 
UE U, 

rl bone # 7 LH 

et le rapport 
2 pe PE 

RS Te x Il (n) pis X Pa 2 
où 
(:)  ÉREERPT de + In) 4, FA 


Ici, 


D ee, 


TS 


V, ra 
2 )+1=o. 


n+I 


et 


nez (070 


*) Cf. PINCHERLE, Acta Mathematica, tome XVI. 


(62) 


Posant 
— F u 
A GX 7. Fa Re ’ 
il vient 
ET IT (7) u, nt 
Rire ne ne 


Il (2) u, u, I BE u, 
RTS —_— Re = 07 
Va (n PF 1) t: His A u, "E x VII (n) 41} 4 Uni hi 


para ie ; I (7 
Si —"— tend vers une limite L et si NCA tend vers un, 
TER In — 1) 


Rertendevers JA et Lontd 


B 
1 lim ser = 02 
une x VU (n) À, 2 


Trois cas sont à examiner : 


h+x 


. ——}+1 _— tend vers une limite déterminée, 
x À, an (n) 


b+1 


. — +: tend vers zéro, 
x A, VU (n) 


Il pee 


VE fendévers l'intint 
x À, y (n) 


IL. — Premier cas. 


. Si ——#1 tend vers une limite déterminée, nous admettrons 
ar 20) 


que B et À sont des polynômes en 7 et ; nous admettrons aussi que 
II(#) est un polynôme en ”. Le cas où 4, B, Il sont des fractions 
rationnelles en # se ramène sans difhiculté au cas précédent, comme on 
le verra sur un exemple. 


I. 4, et B sont d’un même degré k en 1: alors II(#) se ré- 
b b+r 8 ; 
duit à une constante « : 


+4 Fe 
Ko Fa M AT 


et 


4,()7,4 + B,()7,+or4(n)7, = 0. 


(63) 


L’analyse que nous avons faite à propos des fractions complémentaires 
peut se répéter mot pour mot et si 


A) = An + An + ee, 
B,(n) = Bm* + B:m + ..., 
on est conduit à examiner l’équation 
wz Au Bxa+ A—o. 


Si les modules des racines «,, «, sont inégaux (|| << [x] ), 


lim R = wz° lim (= ) = OA Co au,; 
or n+]I 

DR el 
donc 

lim |R| 1, 


et il y a convergence. 


48. Conditions d’égalité des modules. 
L’équation en x peut s’écrire 


Voxa) += (Vox) +1=0. 


Re. 


. — — 2[P(x, y) +iQ(x D 


Soit 


d’où 


nr RO) Re be Qye Py-E. 0x 
AVoz x? + ÿ° 3 ne el 


légalité des modules aura lieu sous condition que 


PRO x E='0, 


IL. Si B,,,, À, sont respectivement de degrés m etk en n, II(#) 
sera de degré 2(k — m) et ce cas se ramènera au précédent, comme 
cela avait lieu pour les fractions complémentaires. 


(64) 


III. — Second et troisième cas. 


B 
49. Comme pour les fractions complémentaires, si TO) 
tend vers l’infini, il y a lieu de faire une étude particulière de chaque 
CAS D tend vers zéro, il y a doute. 
IV. — Application. 
so. Revenons à l’équation 
Gex + D) (x + 0 ET = (px + DZ +1 
et à son développement, défini par les relations de récurrence 
AU + Bin U, + HG) AU, = 0, 
APRES BETTER OR 
Ar, 
B,.,——\(2nac+pl2ac(n+1)+phk+(ad+bc)an'act2(act-p}n+p paix 
CE 


7 TaGrnac-p]lenectp] ? 


Me n(nac— p\{n(ad — bc)a — bp + aq |[nad — bc)c — cq + pd] 
(2nac+p) 


Nous savons 
1° que ce développement converge dans tous le plan de la variable 


MR sr b d 
z, sauf sur le segment rectiligne joignant les points d’affixes — Pre 


2° que les relations de récurrence 


(4 RARE D PAUSE | PH) AU C1 0 


DANONE QE: MAAL1E 1 +TUGH)4,,7 Wu r os 


(65) 


où 


BB (2 )=iCnae-p)aac(n- nn] 


[(ad—be)[2n'ac+2(ac+p}n+p}H-pahkt Re nr : 
re ne OL 80 Et AC A mn 8 4 
(2nac+pY 


définissent des fractions 


7 représentant la fonction dans tout le plan 
n, 1 


de la variable 7 sauf sur la coupure circulaire joignant les points trans- 
formés de 


AN RL 


c 


2 b 

Rs 

par rayons vecteurs réciproques, le pôle étant l’origine et la puissance 

étant wr, le segment circulaire en question faisant partie d’un cercle 

passant par le point 7? — 0, mais ne contenant pas le point 7? — 0, ce 
qui le définit sans ambiguité. 


51. On peut retrouver ce dernier résultat directement. 
On a en effet à étudier l’équation 


15 LR RE (c “ae LE ja + NE 


2 2 


— O 


et le rapport 


et l’on peut leur substituer le rapport 


pe 
u 


n+I n 


ad bc 
LES ré 


et l’équation 
PRÉ meer TRE 
(xx) Tr TICESTE (zæ)+i=o. 


2 


(66 ) 


L'égalité des modules a lieu sous condition que 


N°0! —1<M<L:1; 
si 
Past, 
ad — bc RU Ne 
ras 
posant 
ac = UN, + I, 
ad+bc= 27, + 2y,i, 
ad — bc = 2p, + 2p,i, 
il vient 
un LP) EYE TLPr EP (rer 
x + y) Cp; + 65) c 
N== CA — X,P,)(x° FIJEE (IL, », Te RP )X — (mp, —- IL, p,)y ] 
(EH CRE 


I 12 
Si l’on change 7 en — , les conditions 
é 2 


—1<M<i1, NE5 


deviennent 
DPREEMEN CEE 
Pr Pa 
TS Lu TI 
—1S (Lx As EarERSE 1 Le me ds À RTE 


conditions qui, nous l’avons vu, s’interprètent comme il suit: le point z 
doit être sur le segment rectiligne joignant les points d’affixes 


donc les conditions 


—1<M<1, NE F0 


\ 


équivalent à celle-ci: le point zx doit être sur le segment circulaire trans- 
formé par rayons vecteurs réciproques du segment rectiligne précédemment 
considéré, le pôle de transformation étant le point ? = 0 et le module de 
la transformation étant un. En ce cas, et en ce cas seulement, la fraction 
continue considérée divergera. 


CR67e) 


TROISIÈME PARTIE. 


EXTENSIONS DIVERSES. 


QUITTÉ 


52. La méthode employée aux n° 37 et 38 suppose simplement que 


les termes de 3 réduites consécutives 


U U U 


n+I n n—1 
2 2 2 
fre ES Pie 


soient liés par des relations de récurrence 
A(n).U,,, + B(n).U, + C(n).U, , =, 
A(n).V,, + B(n).V, + C(n).V,, =, 


où A(n), B(n), C(n) sont des polynômes en # et z qu’on 
(n° 38) d’un même degré en ». 
Si Péquation 


A(n) + B(n).a + C(n).x = 0 
prend pour n infini la forme 
A+ Ba + C# —0, 
#— 2(p+q}ati—o, 


que nous écrirons 


suppose 


il ne saurait y avoir doute sur la convergence de la fraction continue 
hors du cas où les modules des racines «,, «, de cette équation sont égaux: 


ce qui suppose les relations q = 0, p° 1. 


53. Souvent, la région où la convergence apparaît comme douteuse 
est région de divergence. Nous l’avons vu à propos des fractions con- 


(68) 


tinues de LAGUERRE et nous le verrons encore à propos de la plupart 
des fractions que nous allons étudier. 

J'observe : 

1° Que sans doute il n'existe pas plus pour les fractions continues que 
pour les séries des caractères absolus de convergence. 

2° Que les aires de convergence douteuse que donne la méthode sont 
formées pour l'ordinaire d’arcs de courbes, ainsi que le veulent les conditions 
générales 


D E 70: 


pour ce motif, les fractions continues réalisent en général le prolongement 
analytique. 

: À 

3° Que la représentation par fractions continues introduit des cou- 
pures et renseigne par cela même sur les singularités des fonctions 
étudiées, ce que ne fait pas le mode de représentation le plus général 
connu jusqu'ici, je veux dire le développement en séries de polynômes 
de M. MiTrTAG-LEFFLER. 


ñ 


V 


n 


54. 1° Je rappelle ici que les termes des réduites d’une frac- 


tions continue 


vérifient les relations de récurrence 


D Nb CUT GA NEED, 


n+I n+I n I 


12 K ne Pa Gi CAE jé 0: 


n+i n—1 


2° Je ferai souvent usage de l’une des transformations que voici. 
On a identiquement : 


p 
q 
RÉET 


SPP RON M'A 
FA Aer 


appliquant cette identité à la fraction continue 


54 


( 69) 
k 
li : = 
1 + = TT 
I + FInEe 
il vient 
Ba —_—À 
PER NEer se pres : EIVEV 
AR à se a EVI EVI 


PI nn Éoaeee 


appliquant la même identité à la fraction continue 


(à 
Ge er 
1 Ête 2 LU 
1 + En 
il vient 
ë 6 
= RP NT 
1+G " ErErr 
Are dite 
1H" RE — AA 
dE More 


I. — Les fractions continues de Gauss *). 


55- Gauss a donné le développement 


x 
OP RE er 


1 + dE 
+ —<— 
ses 
de 


*) Gauss, Gesammelte Werke, Tome III, page 125 et suiv. 


où 
I 
Cet € DRE 
a Aer Ai 
er A RER 
Rte pts 
de 10 ETES 
RE 
Dr, 
et, en général, 
n + 1 n 
) . An : 2nT 
ii sin — —— 7 COS — 
ï an À 2 ACTE RTS 
SES 


cette loi n’étant pas algébrique, nous ne pouvons appliquer notre méthode. 


OPÉIRE + on a, en général 


Ce a 57 a 
1 + 04 > t + Q] : 
1 + 1ÀX = 1 + I 
fan rer 
et, vu l'identité 
or #. —=t+a, — ne 
ren ; 
l 
QE dd; s 
t+ a, — Lex 
+ aa, + _ 


C7) 
log (1 +0 = log (1 ++) 


I. ; 
Gÿ Ha EneEses . a 
++ — 6.10 ne 
14 Li + À 14 
ici, 
a = — 1, =, a, = — + ee 
b—i+t, 
d’où 


ee Ua 


I n 
Ce, re 


Rappelons, une fois pour toutes, la suite des calculs. 
Je considère la série 


D U, U U, Us 
2 rem a)la came nee 
qui converge et diverge en même temps que la suite des réduites. 
Si le rapport 


= LE V, Re (a pee De pa RER ne n 1 FE 
E U, pese er EEE F pe Fe S; (4 TES 2) (4n “pe 2) FE 2 ; 


où les fonctions W V,, VW. sont liées par la relation 


n+1 2 n ? n—1 


I n° Le 
AG norpoe ne 


ou 


n° PIRE 
1 DGSE 2) NO AU pas 


tend vers une limite moindre que un, il y a convergence. 


fra 


Or, si les modules des racines de l’équation 


(2) Le —(i+i)s+r=o 


So PRTE V V 
obtenue en faisant n infini et 7 -— F— — « dans l'équation précé- 
n+1 n 


dente sont inégaux, la limite est moindre que un, il y a convergence. 
Si ces modules sont égaux, ce qui nécessite que l'équation étant écrite 


—2(p+qati=o 


g — 0, D'NESPTS 


on ait 


et seulement dans ce cas, il y a doute sur la convergence. 
Dans le cas présent, l’équation en « peut s’écrire 


(e) — 2(21L1)X (2) + 12—IU 


et les modules des racines de cette équation sont égaux en même temps 
que les modules des racines de l’équation (r). Il y a donc doute sur 
la convergence quand 


2 2X HAS 21ÿ 


+ y me F+y° 
ce qui donne lieu aux relations 
0 — I TA I 
) Se ep SE 
et cela a lieu si la variable 7 a une valeur réelle négative moindre que un: 
Le point ? = —1 Le point singulier pour la fonction 
log (1 + x) 


la coupure est lieu de divergence certaine et la fraction continue (1) re- 
présente la fonction dans tout le plan de la variable zx, sauf sur la coupure 
allant sur Ox du point — 1 à — «. 


(73) 


56. Gauss a donné aussi le développement 


LEA 22 
(3) lg 2% FUMER 
pen 1.3 
22 
TE 3-5 
RES 
péri 
dr sT— 
.. 
SC 
I _— 
Ici, 
vs (n— 1) 
M" (2n— 3)(2n— 1)? 


RSA 


n 


et nous avons à étudier l’équation 


n° Een 
; AE Te (pyre 1) ue 


que nous écrirons 


de CONTI _ 
res ereeni La (E)+1=e 
et qui devient à la limite 
2 a x —1y [xx + 
(9e 


La région de convergence douteuse est définie par les relations 


x 
— O, pes ne EAU 1, 
y D achy ie 
où 


VO mc. a.D.x(x— 1) 0 avé nr EI) > 0 


et comprend la partie de l’axe des x extérieure au segment — 1, +1. 
M. 


10 


Ci) 


Les points — 1, H 1 étant points singuliers logarithmiques de la fonction, 
la région de convergence douteuse est région de divergence certaine et 


1TX 


La fraction continue (3) représente la fonction log enr dans tout 


le plan de la variable 7x, sauf sur les coupures allant sur Ox du point 
— y au point H © et du point — 1 au point — co. 


57. Ces fractions continues dérivent d’une fraction continue beaucoup 
plus générale donnée par Gauss et que je vais maintenant étudier. 
Si 


(ax) (ao) PPS) (EEE) 
ae 123 (NE) QE) ou 


représente la série hypergéométrique, GAUSS a montré que la fonction 


c-F@P+rrv+rx 
EFfr 6,552 


admet le développement en fraction continue 


(4) Gp 
Dar tee 
1 + : ue 
MER 24 
1 +: 
où 
Ce ne ee a AM (PE) are t) 
; Um) : : (TE TEE RIRE 
PACS NE) LE RP TRIER ESR) 
Fa ÉFA)GTER SES É CÉPRICEEDRS 
Aer GEO ete NA ÈS) GES Sn) 
: GE 20 (ERP) 0e 5 (res) Eine 


et, en général, 


it 


ER) 
(a+) 8 +) co 25 


2 2 


AN (VE Er) CE) 
SRE 
CREME ET PE "#) | 


La forme transcendante de cette expression ne nous permet pas 


d'employer la méthode indiquée et, pour ce motif, nous allons transfor- 
mer la fraction continue. 


On peut écrire, en posant t — ; 
G = —— 
1 + 2 ; 
1 + ; 
eee 
& 
1 + ere 
et, vu 
4 — sir 4,4; 
br a, TR a +2? 
1 : 
À 
G=— d — 
t+ a, — — 92 FT 
ta +a, — — : 
LEE La ed ue 4 
d’où 
PR Pr) 2) En) nr) 
: G+H2n—4)Q+an— 3) (+21 — 2) 


Fe ner rt) N (Rat) PE ri) 
: GH2r—3)(b2n—2) (+an—2)(+2n— 1) 


avec 


pars mé B, La À, Fi ee 0 


I 


( 76 ) 


ou 
2 — 
— À, — Bax+i—=o, 


ce qu’on peut écrire 


— 16 À, (=)- 48, (=) + I1—=O0O. 


Passant à la limite, 
10 a I x 
ui] — UNE 1 O, 
(le ne URS 
FA X — 17 (=) re 
ner Le PA DES EN JE RTE I — 0. 
tr ÉÈS | 4 ou 


Les conditions d’égalité des modules sont 


ÉE S exc — 1< 1: 


2x 
re 
le point zx doit se trouver sur la partie de l’axe des x située à droite 
du point un. Le point 7? — 1 étant le seul point singulier de la fonction, 


la fraction continue transformée représente la fonction dans tout le plan, 
sauf sur la coupure allant du point x — 1 au point x — oc. 


58. Si dans la formule (4) on fait 8 — o et qu'on change y en 
y — 1, l'identité 
E (GONE 


montre que le développement donné devient celui de la fonction 


) “(a+r) 4 elatr)(ete) 
Ne ne EXCEL TCE NICE TER 


Ce développement est donc valable dans tout le plan, sauf sur la 


coupure + 1, +: 


Cas particuliers : 


e G+uÿ =#F(— 0, B, 6, +); 


donc 


G—x = Fo, tr, 1, 0 


(C 272) 


et le développement correspondant sera valable dans tout le plan, exceptée 
la coupure indiquée. 
2° Il en est de même des fractions continues 


2 " 
PRET OR OS PARA RENAN LAURE ALERT TAUE à 
2 PR RAS Here 
ZxtF(s re L,4) ie L,L,:) 


rencontrées par Gauss dans sa « Theoria moius corporum cœlestium, etc. ». 
3° La fraction continue 


F(s,i+s, ir, 7°) 
F(s,1+5s— 1,1, 7°) 


étudiée par TissERAND *) converge dans tout le plan de la variable 3 sauf 
sur les segments H 1 à H co, — 1 à — © de lPaxe des x. 


IL. — Les fractions continues de Lagrange. 


59. LAGRANGE a donné le développement de la fonction 


d 
2Q= [E= 1 


ur Ex = 
1 + ps : Le 
Ras 
où 
=, 
me em een 


Ë Co + 1) wo 


Go) Se 
5 Go +nGo+r)t? 


Go De pit 


*) TissERAND, Mécanique céleste, tome I, p. 283. 


Gr) 


SE CD AUD à Go+ y 
(DEP) (CN EEE 7 Go+nGo+n" 

due Go) a, Ë SECRET PRES RE 
2 [(2n—1)o+1]( 2201) CUS — (2r0H 1) (2 n)0—+1] TS 


usant d’une transformation déjà indiquée, nous écrirons cette fraction 
continue 


Ge W+I 
PRE EES ce 


he 20 
+ EEE — Mr 


1H, HE) — 


et nous aurons ici 
U,,, —b,., ER mate Pre LU 3 — 0» 
PV, —0,,,V,—a,, Cp. 0) 
OÙ HI GED Hi +1} (2no +1) 


no (nor) _ 
=} HG (C0 GC 
SE Rose 


écrivant cette dernière équation 


si 


ra ti=p+ai 


- 


(679%) 


les conditions de convergence douteuse seront, comme à l’ordinaire, 


ART DeUT 


Nous allons examiner quelques cas particuliers. 


Z() = log (i +2), 


2x 217 
—— + I — — . 
? x? ? q x? Ÿ ) 
convergence douteuse sur la coupure allant du point — 1 à —: la 


fraction continue (s) représente la fonchon dans tout le plan, sauf sur la 
coupure allant du point — 1 à —c. 


61200722 
AT) ac ang 7, 


mn Cen) 2%) 
Ÿ 7 CDR MR CERX 
Si y — 0, p° ne peut être moindre que un. 
Si x — 0, la condition p° [1 s'écrit (y — 1)(y +1) > 0: la 
fraction continue représente la fonction dans tout le plan, sauf sur la partie 
de l’axe des y extérieure au segment Æ i. 


624540 7 


NN ne Cr) ne (#0) Ve) 
RP Ce D TU D 0 ET Ce) 


la condition g — o suppose 
MEnOMROoU=E3 007 


Si y — 0, la condition p° << 1 donne 


Ére es 


ou 


x <T — 1. 


( 80 ) 
Si y = 3x, la condition p° << 1 s’écrit 
Ki OMAN (ONU SR) 07 


Les coupures suivent les droites y = + xV3; elles vont des points 


3 —— —— 
singuliers x = Y— 1 à l'infini. 
Le développement représente donc la fonction dans tout le plan, sauf 
sur les trois coupures définies. 


63. On peut traiter directement le cas de n — 2: 


I 
Gp 47 
RE 3-5 

1 + Pe 

ÉnS ere 
Ici 
BREST 
PALERME 


#— Qn—3)Gr—1)" 


et il est inutile de transformer la fraction continue. 
L’équation en « est 


NA TR) fL [a 
(£i) 2 (Lis) +i=0 


et sous cette forme on retrouve les coupures allant des points +; à 
l'infini, suivant l’axe Oy. 


(81) 


La fraction continue représente la fonction dans tout le plan, sauf sur 
les coupures joignant d’une part le point + 1 au point Lo de l’axe des 
y et d'autre part le point — à au point — © du même axe. 


64. On peut étudier directement encore le développement 


GORE + 5 
EG 0) TE — 


Ici, 


rt he n° 1 


%—Qn—D@r+1 4 


et l’équation en « s’écrit 


ou 
te —(: £)+(£) SALE 
4 ) LE AC: W 
(ee) 
É «e à 4 x 
Le développement représente la fonction dans tout le plan, sauf sur la 
coupure suivant l'axe des x allant du point — 1 au point — ce. 


65. Étudions enfin le développement de la fonction Z(z) vérifiant 
l’équation différentielle 


202 (OS ZA(t) TE ner Q = 0: 


ZE = ré 
LR Me 
2 
litre o + IL 
2 ré 
AS Chris, 
À 
nie ve o + 211 
, 2 
I: o — 31 
à x 
1 + 


(Fig). 


La transformation que nous avons déjà employée donnera lieu à 


équation 
ti 
a + a 1)« ne 
qu'on écrira 


(ai — 2( + 1) Lio 


Ü ! 4 
TO Ta 


PAT are P 
À CIE 1104 


SUN La #1 l 
DUUNNS LLTTASTÉ € 


et nous avons à étudier l'expression 


il faut donc, pour la convergence, que 5 
+ 


F+y+n=0 | : 


avec 40 
Po RE a. NE "3 

Home 
ce qui suppose la coupure circulaire figurée ci-joint : dé 
Le développement converge dans tout le plan, sauf peut-être sur la coupure. | 
Lille, 26 novembre 1904. | DU 
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